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PREFACIO 


Actualmente ningún campo de las cienclas exactas, que utiliza 
los datos de un experimento, puede dejar de aplicar los métodos 
matemáticos de tratamiento de los datos experimentales. Existen 
numerosos manuales, buenos y completos, sobre la aplicación de 
la matemática al tratamiento de los datos experimentales, Natur 
ralmente, surge la pregunta: ¿conviene escribir un libro más 
sobre el mismo tema? La especificidad fisico-química de este 
libro no puede ser una justificación suficiente, puesto que los 
alos en este campo no se dilerencian, en principio, de otros cua: 
lesquera, y a elós son aplicables os métodos matemálicos ge 
metales. 

Eierias consideraciones nos persnadieon de que a convo 
niente escribir semejante libro, Basta añora los estudiantes d 
quimica estudian con insuficiencia Incluso los métodos clement: 
les de tratamiento de los datos obtenidos por ellos y las reglas de 
ejecución de los cálculos en los cursos académicos, en los semina- 
rlos y en las prácticas. Es dificil exigir que los estudiantes asistan 
a un curso especial de estadística matemática. Por otro li 
posible limitarse actualmente a los métodos elemental 
lamiento. Por eso surge la necesidad de crear un manual de me- 
diana complejidad, en el que breve y simplemente, aunque con sufi- 
ciente rigurosidad, se expongan los fundamentos de la matemática 
esladítia, la teoría de los roers, el análisis de regresión y las 
bases del análisis numérico, asi como los métodos gráficos de tra- 
tamiento de los datos experimentales; además, los numerosos ojem- 

Jos sean planteados a base de problemas picos de la práctica 
Fisicoquímica. Semejante manual sería 601 2 los investigadores 
cientílicos físico-químicos, asi como a todos los que emplean en su 
trabajo métodos de ación físico-quimicos, 

Sin embargo, hay que aceptar que la estadistica matemática, 
articularmente en el campo de su aplicación al Iralamiento de 
[os resultados de las mediciones, no puede considerarse perfecta. 
En casos concrelos surgen distintas dificultades que no siempre 
son posibles superar. Así pues, hasla ahora no existen recomenda- 
clones universalmente admitidas con respecto a la representación 
de los resultados de las investigaciones experimentales, lo que 
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dificulta e incluso hace imposible la comparación de los resul- 
tados obtenidos por diferentes zutores, da lugar a la divergencia 
en la terminología, en las notaciones, ctc. Lamentablemente, en la 
mayoría de los fibros y manuales no se presta la alención nece» 
sara a estos problemas. Indudablemente, todo esto diliculta la 
aplicación práctica de los métodos matemáticos al tratamiento de 
los datos experimentales. En este libro se ha intentado aclarar 
una serie de problemas (en particular, al realizar cáleulos esta- 
dísticos se subraya la necesidad de considerar los errores de las 
escalas de los aparatos de medida y los errores sistemáticos). 

Por último, existe el conocido prejuicio, incluso entre los pre 


:arente complejidad, 
jor otro lado, por una cierta indeterminación de los resultados de 
las estimaciones, Por eso, uno de los objetivos de este libro ha 

sido estimular, en cierto sentido, el empleo de los métodos esta- 
dísticos en lo química física, lo que aún se hace con evidente 
insulicienci 


usta por su 


estadistica, es muy importante enseñar a los 
estudiantes realizar correctamente los cáleulos ordinarios, asi 
omo utilizar, en lo posible ampliamente, los métodos gráficos y 
analíticos al "resolver los distintos problemas. Es que, antes de 
estimar el error de la resolución, en general hay que obtener esta 
solución, lo que no siempre resulta simple, 

Originariamente se supuso que este líbro sería sólo un suple» 
mento a los manuales de problemas prácticos de quimica lísc: 
Por eso, en la mayoria de los ejemplos se utilizan datos obtenidos 
en la práctica de química física de la Facultad de química de la 
Universidad Estatal de Moscó, que además, corresponden al nivel 
experimental obtenido por dos estudiantes. Sin embargo, tl 
mente llegamos a la necesidad de ampliar el material incluido 
en lloro. Da ete modo, humos tratado de que el bro contenga 
no sólo resoluciones concluidas, sino que en cierto grado de- 
muestre el modo de obtener estas soluciones, frecuentemente muy 
variadas y que requleren inventiva e intuición. Por eso, Intenta. 
mos no abarcar tanto todos los problemas. que entran en la 
práctica, como, en lo posible. presentar todos los métodos más 
Importantes de Iratamiento de los datos experimentales. Esper: 
mos:despertar el Interés por este campo, cuyo conocimiento aho! 
es indispensable a cada químico-fisico competente, y demostrar 
las “amplias posibilidades para las búsquedas propias que Se pre: 
sentan a cada uno, que trata de referirse seriamente a los proble: 
mas del análisis numérico. 


INTRODUCCION 


mayoría de los experimentos físico-químicos es 
ivo de ciertas propiedades de la materia. Este 
midiendo la magnitud física, que caracleríz 
las propiedades que interesan al experimentador, mediante apara- 
los de medida con el ulterior tratamiento de los datos obtenidos. 
Según la naturaleza de la magnitud que se investiga, el disposi- 
tivo de medida puede tener distinto grado de complejidad. No 
obstante, cualquiera que sea su construcción los datos experlmen- 
ales siempre contienen errores. Para tratar de una manera crílica 
esos datos y tener un criterio claro de cuáles de las deducciones 
de los mismos son ciertas y cuáles dudables o simplemente Infun- 
dadas, es necesario saber valorar el error del resultado de la 
medición. Sin esta valoración mo se puede obtener una medida 
cuantitativa de la propiedad que se estudia o establecer en ella 
leyes objetivas. 

La tarea de determinar el error de una maguilud medida en 
ica en que la 


objetivo de la teoría de los errores puede ser sólo la apreci 
máximamente cierta del error de las mediciones, El grado de cer: 
Teza de esa estimación depende, antes que nada, de la cantidad 
de factores que se han tenido en cuenta, en el experimento con- 
reto dado, y que influyen sobre el resultado de las mediciones. 
Ea magnitud absoluta del error se determina, claro estó, por fac- 
tores subjetivos tales como la habilidad, la escrupulosidad y la 


, 


pro 
ele, 

Lo labor de apreciación del error de las magnitudes físico- 
químicas se complica aún más por la imposibilidad práctica de 
medir directamente estas magnitudes. Asi, por ejemplo, no es 
osible medir directamente la electroconductibilidad de una so- 
lución cualquiera. Por eso, para determinar la electroconductibi- 
lidad se recurre a la medición de la resistencia eléctrica de la solu: 
ción, la que a su vez se halla midiendo el largo de los brazos del 
puente de resistencias. El valor de la electroconductibilidad que le 
interesa al experimentador lo obtiene, luego, mediante el cálculo 
utilizando las leyes de la teoría de electricidad. 

En los casos más complejos, para oblener la magnitud nec 
saria hay que estudiar la dependencia funcional entre cierta ci 
sacterística fisico-química y una magnitud cualquiera; además, 
la magnitud que directamente interesa al experimentados es un 
parámetro de la dependencia que se estudia. Como ejemplo se 
puede citar la medición de la presión del vapor de una sustancia 
en función de la temperatura, En este caso, el calor de evapo- 
ración de la sustancia es un parámetro de la dependencia funcio. 
al entre la presión del vapor y la temperatura. Aquí cabe seña» 
lar que la propia forma de esta dependencia, establecida teóri- 
camente, es aproximada y útil, como regla, sólo en un intervalo 
pequeño de medición del argumento, 

Clasificación de los errores de las mediciones. Para facilitar 
el análisis del error del resultado del experimento, los errores de 
las mediciones conviene clasificarlos de acuerdo a los motivos que 
los provocan, En la teoría de los errores se distinguen dos cate- 
Korías: los errores sistemáticos y los casuales Y accidenta 

Veamos cada uno de ellos por separado, 

De ordinario, por erores sistemáticos se sobreentienden aque- 
llos que, sin variar prácticamente durante el ensayo, entran. de 
igual modo en cada resultado de las mediciones, dando lugar a 
su apartamiento hacia un sentido cualquiera. Las fuentes de los 
errores sistemáticos pueden ser: 

l) Errores instrumentales originados por defectos o Iregula- 
vidades de los instrumentos de medición; 

2) errores vinculados con el estado del medio ambiente en el 
que se realizan los experimentos; 

3) errores debidos a las particularidades del experimentador 
(errores subjetivos o personales); 

4) estores debidos a la inexactitud de las constantes de gra: 
duación de los instrumentos y precisión limitada de las constan. 
tes universales. 

Señalemos complementariamente el tipo espec 
sistemáticos que pueden originerse en el experimento físico: 
químico; ellos son 
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¡4 del experimentador, su nivel de preparación cientifica, 


5) ertores, aportados por el mismo método de medición, de: 
bido al carácter aproximado de las correlaciones teóricas que 
vinculan las magnitudes observadas en el experimento con las 
magnitudes que interesan directamente al experimentador. 

Puesto que los errores sistemáticos se determina 
aprecia de la enumeración expuesta, en particular, por la esp 
ficidad de los instrumentos utilizados y el propio método de me- 
dición, no puede existir una teoria general de estos errores, No 
obstante, st se conoce la fuente del error sistemático, en principio 
Se puedo considerar su influencia sobre la magnilud que se mide, 
y. En una serie de casos, se puede excluir total a parcialmente 
2 bien eliminando la fuente que lo provoca, o bien Introduciende 
la corrección que tiene en cuenta aproximadamente su Influencia, 
Los errores sistemáticos se pueden revelar y analizar: solamente 
A base de un estudio minucioso tanto del mismo método de medi- 
ción, como de todos los instrumentos de medición. En la mayoría 
de los casos esta es una tarea complejisima y dificil de mate- 
rializar. Sin embergo, hoy que tener en cuenta que en una seríe 
de casos el error sistemático puede ser mayor que el accidental 
Por eso. sin lugar a duda, es necesario el análisis de los errores 
sistemáticos. 

Pasemos ahora a examinar la otra categoría de errores, que 
antes denominamos accidentales. Esta categoría de errores de 
ordinario está vinculada con factores que sulren pequeñas va- 
riaciones durante el ensayo, Así, por ejemplo, sobre el resultado 
del peso de un cuerpo en balanzas amalicas (de precisión). enfre 
tros factores influirán las vibraciones de los platillos y las bh 
lanzas en conjunto, las oscilaciones de la iluminación del lugar 
de trabajo, las vibraciones del estado de los órganos sensitivos 
del hombre, que participan en las mediciones, ete. La acción con- 
lanta de un gran número de tal género de factores da lugar a que 
la repetición de una misma medición nos da en cada ocasión un 
valor algo distinto. 

En principio, el estado actual de la ciencia nos permite plan- 
ear y resolver el problema sobre la consideración de la fnfluencia 
en el resultado de las mediciones de cada uno de los factores por 
separado. Sin embargo, está claro que semejante tentativa es ab- 
surda y prácticamente inútil. Por eso la teoría de los errores ha 
ido por otro camino. Puesto que el resultado de cada medición 
individual depende de la acción de un gran número de distintos 
factores, que varían durante el ensayo, naturalmente el mismo 
debe considerarse dependiente de la eventualidad, e< decir, como 
la magnitud fortuita o sleatoria. Por lo tanto, también el error 
de la medición, motivado por la acción de tales factores, puede 
considerarse como une magnitud aleatoria. Semejante enfoque 
permite tratar el error de la medición como una magnitud regu: 
Tada por las leyes de la probabilidad, y utilizar un modelo mate: 
mático determinado, la teoría de las probabilidades, es decir, la 
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coria de los fenómenos aleatorios para considerar el efecto de los 
factores indicados sobre la magnitud que se mide. Con tal con- 
cepción la influencia de los erroes accidentales sobre el resultado 
de las mediciones se puede estimar cuamitativamente mediante 
la estadistica matemática, ciencia encargada de aplicar los méto- 
dos de las probabilidades en las dilerentes ramas de lus ciencia 
en particular, en el tratamiento de los resultados de las observ 
ciones. Por eso, el error accidental a veces se Mama también 
estadístico. Más adelante se demostrará que la dependencia entre 
el error accidental cace y el número de mediciones A tiene la 
forma 


tae Vr 


Por lo tanto, al aumentar el número de observaciones el error 
accldental puede ser uma magnitud lan pequeña como se quier 

La clasificación de los errores en sistemáticos y accidentales, 
antes expuesta, es puramente convencional y justa sólo para un 
experimento concreto, cuando el conjunto de mediciones está de: 
terminado. Ilustremos esto en un ejemplo. 

Supongamos que a disposición del experimentador se ene un 
termómetro con escala establecida erróneamente. En tal cas 
a pesar de la posible alta reproductibilidad de los resultados de 
mediciones individuales, es decir, la pequeñez del error accidental 
el resultado final de la medición de la temperatura de un cuerpo 
epolqulra s Alerencior considerablemente dl verdadro, Ag 
el error instrumental actúa como un error sistemático típico 
Empero, si el experimentador tiene wn conjunto de termómetros 
de igual o, mejor, de distinto tipo, y la medición de la temperatura 
¿del cuerpo se realiza con todos estos termómetros, el deleclo Ins- 
irurnental indicado del aparato de medida puede considerarse como 
una magnitud aleatoria, 

El ejemplo expuesto demuestra claramente que un mismo 
error en un conjunto de mediciones (cuando para medir la, lempe- 
ratura Se utiliza un sólo termómetro) actún como sistemático, y 
éntolro (al utilizar en las mismas condiciones varios termómetros 
de:tipo análogo o diferente), como accidental. Por lo tanto, si la 
Fuente del error sistemático se conoce y no se puede eliminar, la 
influenela del factor que provoca ese error sobre el resultado de 
las mediciones siempre se puede considerar estadísticamente. Para 
ello es necesario planificar el experimento de manera que ese fac: 
tor actúe de un modo fortuito. 

De lo examinado se deduce que los errores, tanto sistemático 
cumo accidental, se pueden hacer, al menos en principio, de una 
magnitud tan pequeña como se quiera. Por eso, a primera vista 
puede pareces que la precisión de las mediciones, realizados en 
los aparatos dados y en condiciones determinadas, se puede au. 
mentar ilímitadamente y obtener en el límite el valor real de la 
magnitud oue se mide. Sin embargo, esto no es así. 


Cada aparato de medida, independiente de la clase de preci 
sión, tiene un intervalo de Sensibilidad determinado, es decir, el 
“menor valor de la magnitud que se mide y que cl apa 
condiciones de discriminar. Este intervalo de sensibi 
el poder resolutivo del aparato, Debido a esto, eliminando o dis- 
minuyendo sucesivamente la magnitud de los errores sistemáticos 
y aumentando el número de mediciones el error fotal de las me: 
¿diciones no tiende a cero, sino a un cierto número constante, ca- 
racterizado por el intervalo de sensibilidad del aparato de medida 
El gran físico y matemático H. Poincaré expresó esta particulari- 
dad del error de las mediciones declarando: “Si medimos la lóngi- 
ud de un metro aunque sea millones y millones de vesce; ¡nunca 
obtendremos la longitud dada con la precisión de hasta un micrónt" 

De aquí, la importante deducción para la práctica respecio 
a que es irremediable y sin sentido tratar de compensar la posibt- 
lidad limitada de los mismos aparatos de medida por eliminación 
o disminución de los errores sistemáticos o bien por el aumento 
imitado del número de mediciones. Indudablemente, un aumento 
determinado, y a veces considerable, de la precisión de las me- 
diciones se puede lograr mediante el perleccioramiento de la 
metádica de las mediciones, Sin embargo, para oblener un valor, 
bastante más alto en precisión, de la magnitud que se mide es 
necesario utilizar un aparato de clase más alta o recurrir a tun mé 
todo de medición basado en otros principlos, No existe otro ca- 
mino, El aumento de la clase de precisión de los aparatos de 
medida presenta, naturalmente, exigencias mucho más altas a la 
constancia de las condiciones externas, en las cuales se rerlizan 
las mediciones (por ejemplo, la lemperatera al medir una resis: 
tencia eléctrica o una longitud). Sin observar estos requisitos, 
en general no se puede lograr el sumonto de la precisión. 

'de los errores accidentales. La teoria de los 
los trabajos de un 
gran número de eminentes científicos, entre los que cabe citar 
Newton, Laplace, Legendre. Gauss, Chébisliev, Márkov, Krilov 
y muchos atros. Esta teoria, además de la noción sobre el ca: 
Tacter accidental (casual o fortuito), se basa en una serie de 
postulados y_principios, cuya cerleza o singularidad no siempre 
ES evidente. Esta siluación provocó, entre paréntesis, la siguiente 
observación burlona de H. Poincaré respecto a algunos postula- 
dos de la teoría clásica de los errores: “Los experimentadores 
consideran estos postulados como estrictamente demostrados por 
los matemáticos, mientras que los matemáticos los consideran 
justificados experimentelmente”. La importancia de esta cuestión, 
para la correcla comprensión de los métodos estadísticos de valo- 
Tación de lo magnitud buscada segón los resultados de las medi- 
iones y el estor accidental de su determinación, hace Imprescin- 
dibie un breve examen de la risma. 
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La base para el uso del postulado de accidentalidad, 31 tratar 
los resultados de las observaciones, es el hecho bien conocido de 
que a pesar de las oscilaciones de Jos resultados de observaciones 
individuales en mediciones repetidas, en ellos aparece Una ley 
determinada, que leva el nombre de estabilidad estadistica, Esta 
ley consiste en que el resultado o vaior medio de un número 
grande (en el límite, infinitamente grande) de observaciones €s 
Prácticamente una magnitud no aleatoria, independiente de la 
influencia de factores individuales. El enorme conjunto de mate- 
sal experimental acumulado hesta hoy dia atestigua la argumen: 
lación y la conveniencia del método de probabilidad del examen 
de los resultados de las observaciones. 

En principio, el postulado de accidentalidad o casualidad de 
cada resultado individual de las mediciones y la postulación o la 
determinación experimental de la ley de distribución de la magni- 
tud aleatoria correspondiente es suficiente” para el tratamiento 
estadistico completo de los resultados de las observaciones, en 
particular, para obtener una apreciación ópiima del valor de la 
magnitud que se mide, el error accidental de su determinación, así 
como para verificar si las diferentes hipótesis que interesan al 
experimentador con respecto a la magnitud que Se mide corres: 
ponden al ensayo. Sin embargo, en la teoria clásica de los errores. 
se incluye suplementariamonte luna se 
los cuales, antes que nada, hi 
la media arilmética como el 


las observaciones, se logró elaborar esquemas matemáticos, cómo: 
dos: y relativamente sencillos, para estimar los valores de las 
magnitudes que se miden, los parámotros de las dependencias 
funcionales y sus errores accidentales, así como desarrollar la 
teoría de verificación de las hipótesis estadisticas, la teoría de 
planificación del experimento, etc. 

El conjunto de material experimental acumulado actualmente 
permite afirmar que los postulados de la teoria clásica de los erro: 
res junto con la hipótesis sobre la ley normal de distribución de 
los errores de las observaciones realmente, en la mayoría de los 
casos, conduce a valores razonables de Jas magnitudes que se 
miden, Sin embargo, desde el punto de vista teórico existen otras 
postulados argumentado en los que también se puede basar el 
modelo matemático para el tratamiento de los resuliados de las 
Observaciones. Así, para estimar los parámetros de tina depen: 
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dencia funcional cualquiera según los datos experimentales, se 
pueden utilizar una serie de postulados relacionados con la-mini- 
mización de una cierta combinación distinta de las desviaciones 
de los valores de la función hallados experimentaimente con res- 
pecto a los calculados teóricamente, por ejemplo, la suma mínima 
de los módulos de las desviaciones o la suma de los cuadrados 
de las distancias desde los puntos experimentales hasta la curva 
sbuscada etc. 

De este modo, en el tratamiento estadístico de los resultados 
de las observaciones el modelo matemático se puede basar en 
distintos postulados. Sin embargo, en principio no es posible 
demosirar que cualquiera de lados lleva al procedi 
miento matemático que dé los valores más próximos a la verdád 
de la magnitud que se mide o las estamaciones de los puráme: 
tros de la dependencia funcional estudiada, Y si lea postulados 
de la teoría clásica de los errores han obtenido en la estadística 
matemática la más amplia difusión esto ha ocurrido sólo porque 
los esquemas matemáticos relacionados con ellos, resultaron más 
simples y convenientes para el cálculo, que los esquemas basa: 
dos en otros postulados. No menos importante es el hecho de que 
estos poslulados permiten de una manera simple mormalizar la 
Tórmula de representación de los resultados de las observaciones, 
lo que es importante a) comparar los resultados de las mediciones 
de distintos “autores, los datos obtenidos en diferentes condicio: 
es, así como para el tratamiento ulterior de los resultados del 
experimento (por ejemplo, para hallar las leyes de las pro: 
pledades que se estudian). Naturalmente, todas las deducciones 
Felerentes a la magnitud que se mide son ciertas sólo en la me: 
dida en que el modelo matemático, en el que se basa el trata: 
miento de los resultados de las observaciones, responde a la 
verdad, 

En resumen, cabe decir lo siguiente. Los distintos métodos ma- 
temáticos de tratamiento de los datos experimentales permiten 
sólo hacer determinadas deducciones con respecto a la magnitud 

jue se mide o al fenómeno que se estudia cuando se, introducen 

determinados postulados, Sin embargo, por más poderosos que 
Sean, de por si 30n impotentes si la medición se ha realizado con 
negligencia, sin prolijidad, sin observar los requisitos clementales 
delas metodologías. Esta conclusión ha sido expresada con jus: 
keza y metafóricamente por el famoso naturalista inglés Y. Hux- 
ley. En uno de sus informes, polemizando con William Thomson 
(lped Kelvin) dijo: “La matemática se puede comparar con un 
molino de mecanismo perfecto, que muele todo lo que se quiera 
asta cualquier fíneza; no obstante, lo que Ud. obtiene depende de 
19 que echa, y tanto un molino maravilloso del mundo no nos da 
Yarins de trigo del armuelle. como de páginas de fórmulas Ud. 
mo obtendrá un resultado determinado de datos dudosos". 


CAPITLLO 1 


MAGNITUDES ALEATORIAS 
Y SUS CARACTERISTICAS 


$ 1. Función de distribución 
de la magnitud aleatoria 


Supongamos que se realizan observaciones de una magnitud 
alcatoria, debido a las cuales ésta Loma ciertos valores posibles, 
€s decir. las realizaciones de la magnitud ateatoria, Estos valores 
posibles pueden formar una serie discreta o llenar completamente 
Cierto intervalo. es decir, puedeu ser continuos. De acuerdo a esto 

e distinguen las magnitudes slcatorias discretas (discontinuas) 
y continuas, 

Examinemos en primer luger las magnitudes aleatorias isere- 
tas; Par ejemplo, el resultado de las mediciones de la racioactivi 
dad de un preparado mediante un contador Geiger — Máller será 
una magnitud aleatoria discreta, En este caso las mediciones 
consisten en registrar el número de lecturas del contador en un 
Hiempo determinado. Evidentemente. este número sólo puede ser 
culero: O, 1. 2, .... es decir, los valores posibles de ls magnitud 
¿lcatoria lofman una serie discreta (discontic 

Lo característico del valor posible de una magnitud alcutoria 
discreta es la probabilidad de su aparición durante las ohserva- 
ciones, Si entre los valores postales de una magnitud aleatoria 
discrela y las prodahilidades de su aparición se puede Cstable: 
cer una relación malomática determinada, 6 
de distribución de la magnitud aleatoria. La ley de dist 
es la caracteristica más imporíamte y completa de la magnitud 
aleatoria. 

Las magnitudes alentorias las vamos 2 designar con letras 
meyásculas, y sus valores posibles, respectivamente con [eras 
minisculas. 

Supongamos que la magnitud aleatoria discreta X toma la 
serle de valores, po Ka. —. Aa. Una de las formas de 
[firicas la de de distribución Será por “jempl, indica 


PX = xo) 


= xa) de 
distribución de 


la ma 
de la magnitud aleatoria discreta, 

Pasemos ahora a examinar las magnitudes aleatorias conti- 
muas. Por ejemplo, la indicación e de un galvanómetro 
al medir la intensidad de corriente ce un circuito eléctrico es una 


w 


magnitud slcatoria contínua. Aunque el conjunto de estas indi 
clones, durante las mediciones, siempre forma una serie discreta, 
la magnitud aleatoria respectiva es continua, puesto que Sus 
realizaciones pueden tomar cualquier valor en un cierto intervalo. 

La magnitud aleatoria, que loma una serie continua de valores 
posibles, tiene una particularidad especial, consistente en que no 
se puede indicar o siquiera numerar sucesivamente lodos sus 
lores posibles, dados en un intervalo arbitrario. Sin embargo, 
también en este caso existe una ley, 2 la que se somete la dis: 
(ribución de las probabilidades 'magnitud aleatoria contínua, 
Sólo que su forma se diferenciará de la examinada antes para la 
magnitud aleatoria discret: 

'unción integral de distribución de la magnitud aleatoria. En 
lugar de indicar las probabilidades R(X = x) de las valores indi. 
viduales de la magnitud aleatoria en el caso general es conve 
niente examinar la probabilidad R(X <x) de Un suceso, consis- 
tente en que la magnitud aleatoria X en las observaciones toma 
un valor menor que un cierto número real x. Esta probabllidad es 
una cierta función de x 

PASEO =Flo 0) 
y se llama función de distribución de las probabilidades de la mag- 
nitud aleatoria o función integral de distribución. La función Fx) 


es una característica de la magnitud aleatoria, que toma tanto 
la serie discreta como la serie continua de valores posibles. 


a) 
4 


ri 


Enumeremos sin demostración las propiedades fundamentales 
de la función F(x). 

1. F(x) > 0, es decir, la función F(x) no es negativa (como 
toda probabilidad). 

2. Si xa > xa. tendremos que Fx) > F(xi), es decir, F(x) 
es una función no decreciente de su argumento. 

3, F(—0o) =0. 

4. Fl4oo) = 1 

Como ejemplo, en la fig. 1 se muestra la gráfica de una de las 
funciones integrales de distribución de una magnitud aleatoria 
continua, 

En las aplicaciones prácticas de la estadistica matemática, a 
la par de P(X<x) presenta interés la probabilidad P(X > x) 


1 


del suceso opuesto, consistente eo que la maguitud aleatoria X 
foma un valor mayor que cierio número real x. En la teoría de 
las probabilidades se demuestra que la Suma de las probabilidades 
dels sucesos opuestos es iguel a la unidad. Por eso, 


PX>x) =1-PX< 0) =1F(x) (12) 


Mediante la función integral de distribución F(x) se halla 
tfcilmente la probabilidad de que la magnitud aleatoria X se-en 
cuentre en un intervalo cualquiera de valores pasibles. 

“Tomemos sobre el eje de abscisas dos puntos x, y xa Y-para 

ig. 1). De acuerdo a 


certeza supongamos que xe >x, (véase la 

e iórmmata (LA) se puede escribir 
PS) Fa). 
PASA = Fl) 


Hallamos la probabilidad de que la mugilud aleatoria X se 
encuentre durante las observaciones en el intervalo de xy a Xp 
además, para comodidad al comenzar las demostraciones inclui 
mos el extremo izquierdo x, en el intervalo que examina 

Puesto que el suceso, consistente en que X< xa es igual a la 
suma de dos sucesos incompatibles (es decir, sucesos que no pue- 
den ocurrir simultáneamente) X < x, y xi E X <xp, por el leo- 
temo de la suma de las probabilidades para sucesos incompatibles 


PAEZ) = PX) PA EX <a), 


de donde 
PX <P AS 1) PX <p Fm) — Fla). 00.4) 
A continuación vamos a disminuir ¡limitadamente el intervalo 
(xa, 29). tendiendo el punto unto x;, En el límite cuando 
'= 1 oblenemos la probabilidad de que le magnitud aleatoria X 
en las observaciones tome un cierto valor xa 
lim PSX <x)= lim (El) F=P (Sa (1D 
La fórmula (1.5) indica que la probabilidad P(X =x) de: 
pende de las propiedades de la fención integral de distribución 
En el punto xy, Si en ese punto la función £(x) es discontinua, 
la probabilidad P(X = xs) es igual al salto de la función integral 
de distribución en ese punto. SÍ, por el contrario, en ese punto la 
función F(x) es continua, 
lim 1F (4) — F(x)]=0, 


de donde se deduce que 
PA=x)=0 (1-6) 
1 


100) 


Basándose en las propiedades de la función integral de dis- 
se puede dar una definición más precisa de la magnitud 
continua, Si la función integral de distribución es con- 
línue y diferenciable en todos los puntos, su correspondiente may 
stud aleatoria será continua. En tal caso, partiendo de esta de 
finición y de la igualdad (1.6) se puede formular el siguiente 
postulado: la probabilidad de cualquier valor individual de una 
magnitud aleatoria continua es igual a cero, Esto se debe a que 
el planteo de la ley de distribución de una magnitud aleatoria 
continua mediante las probabilidades P(X = x) de sus valores 
posibles, es decir, de la serie de distribución, no tiene sentido, 

Los resultados de las observaciones físico-químicas, al trata: 
miento de los cuales está dedicada la presente obra, son también 
magnitudes aleatorias continuas. Por eso las magnitudes alealo- 
rias, que toman la serie discreta de valores posibles, y las funcio. 
nes de distribución correspondientes a ellas, en adelante no se 
xaminarán. 

De la igualdad (1.4) se deduce que la probabilidad de que 
la maguitod. aleatoria Continua. X se encuentre en el Intervalo 
(1 xo) es igual a (de acuerdo a la (1.6) ahora se puede excluir 
el extremo (límite) izquiecdo del Intervalo) 


Pu <X< 10) mu Fla) — Fx). (1.7) 


En consecuencia, la probabilidad de que la magnitud aleatoria 
continua, al observar sus realizaciones, se encuentre en un cierto 
intervalo, es Igual al incremo unción integral de distri- 
bución correspondiente u ella en este intervalo (véase la fig. 1), 

Función de la densidad de probabilidad de una magnitud atea: 
toria, Frecuentemente, en la práctica, en lugar de la función in- 
tegral de distribución de la magnitud aleatoria continua se utiliza 
la función diferencial de distribución o la función de la densidad 
de probabilidad. Esta función se establece del siguiente modo. 

lilizando la (1.7) escribimos la probabilidad del suceso con- 
gistente en que la magnitud aleatoria X esté en el intervalo de 
longitud dx 


PU<EXI<I4 Ax) <= Flx 4 81) — F(x). (1.8) 


Dividamos ambos miembros de esta igualdad por Ax y pasemos 
al límite para Ax == 0 


[Plestertan 
a 


lim 


La megnitud del primer miembro de la igualdad (1.9) se llama 
densidad de probabilidad de una magnitud aleatoria continua O 
función diferencial de distribución. La designaremos por g(%) 


(1.10) 


Pueslo que el segundo miersbro de la igualdad (19) es, eviden- 
lemente, la primera derivada de la función integral de distribu- 
ción en el punto x, la (1.9) se puede escribir 


9) =P. (11) 


La correlación (1.11) expfesa la función de la densidad d 
sobabilidad mediante la derivada de la función integral de dist 
sición, Cabe señelar que la densidad de probabilidad a difere 

de la probabilidad es la megnitud de dimensión (de acuerdo a la 
definición 41.10) su dimensionalidad es inversa a la dimensionali- 
dad de la magnitud aleatoria X). 

Como ejemplo enla fi se este la gica de qa de Jan 

funciones de la densidad de probabilidad. Mediante la función 


me 2, Paren de a demon se E) 
ind el mn sa 
ACES ota pad ep la ro. 
bailas Po ZA 
z 
£ E 


lx) se determina fácilmente la probebilidad de que la magnitud 
Aleatoria calga en cualquier intervalo dado. 

Integremos arabos Iaiembros de la igualdad (1.11) entre los 
límites dese y xa 


[utndr= [Elo dom Elx) — Fis). (12) 
En tal caso, utilizando la (1. 7) obtendremos. 


Pla <X<xp= | alejar. (1.13) 


De este modo, la probabilidad de que la magnitud aleatoria 
toma cualquier valor en el intervalo dado de x, a 43, gráficamente 
es igual al áres limitada por el eje de abscisas, la curva q(%) 
y des dos. ordenados coresponcientes a los puntos 7 y 2 
(véase la fig 2) 

En las aplicaciones de la estadistica matemática al tratas 
miento de los resultados de las observaciones frecuentemente se 
Iropiezen con las funciones y (1), simétricas respecto de la orde- 
nada de abscisa x =0, En este caso, la probabilidad de que la 
magnitud aleatoria X caiga en cl intervalo, situado simétrica 


mente con respecto al punto x =0, se determina por la siguiente 
expresión 


PP XI <= [toda [goar, 


(ta) 


Fla) me PIX< 1) Pl <A <a), 
utilizando la (1. 13), obtendremos 


Po= [gía (1.15) 


(para evitar confusiones aquí designamos la variable de integra- 
ción con otra letra) Por lá tanto, en la gréfica de la curva de la 


Platea 


Función de la densidad de 
lad de sa, magnitud. 


Función tte 3 dida de 
2005) magra atesora 


densidad de probabilidad la función F(x) se determina por el 
área de la curva q(x), que se encuentra a izquierda del punto x 
(véase la fig. 3, área rayada). 

De lus propitdados de a lunción integral de distribución y de 
la igualdad (1.15) se deduce la siguiente propiedad de la fonción 
dela densidad de probabilidad: 

1) 960 >0, 


es decir, p(x) es una función no negati 


2 [orar 


De la propiedad 2, así como de las Ecs. (1.2) y (1.15), se 
deduce que el área de la curva q(x), ubicada a la derecha del 
punto x, numéricamente es igual a la probabilidad P(X >) 


(uéase la fig. 3). De ordinario, la propiedad 2 se llama condición 
de normalización de la función de la densidad de probabilidad. 

Para las funciones integrales (raramente diferenciales) 'de 
distribución de las magnitudes aleatorias, que se encuentran en 
distintas aplicaciones de la estadistica matemática, se han tom- 
puesto tablas que facilitan el uso práctico de estas Tunciones. En 
Gl $ A del capital 11 Cejemplos 11 3 11.2) se exponen ejemplos 
ge hallazgo de las probabilidades de que una magnitud aleatorla 
siga en Un Intervalo cualquiera, según una maguilud dada del 
intervalo, 


Determinación de lí 1 que puede 
hallarse la magnitud. ar los resul: 
tados de las observ necesario re. 


solver el problema inverso: conlorme a la probabilidad dada y la 


Fig 4. Función dela densidad de pro 

Sila Goma ad, les E 

mea rayada Erie a a prose 
A RA rr 


conocida ley de distribución hallar la magnitud del intervalo, en 
«el que puede resultar la magoitud aleatoria. 

'Examinemos la fig. 4. Si la curva g(x) está dada, la probable 
idad Tilada p (área rayada) responde a un valor determinado de 
la abscisa xy, cuya ordenada limita a la izquierda el área dada. 
Puesto que la probabilidad p se la clegido de manera que corres: 

jouda al área dispuesta a la derecha de la ordenada de abscisa xy 
la ecuación que determina el valor numérico de xp tendrá la 
Jorma (véase la Ec. (1.2)) 

prox) =1 Fx) (1.16) 


o en otra forma (véase la Es. (1. 13) 


fotnar. 0.17) 


A fin de facilitar los cálculos prácticos para las magnitudes 
de Xp, determinadas por distintas funciones de distribución, se 
han compuesto tablas. 

Las maguitudes X, determinan los límites del intervalo, en el 
que con a probabilidad dada debe encontrarse da magnitud al 
doria exuuniada, 


Supongamos que la probabilidad de que la magritua aleatoria 

X caiga en cierto intervalo de valores posibles es igual a 0 
(véase la fig. 5, área rayada). Tendremos que 

PA <X<x)=a. 11-18) 

Para hallar los del intervalo buscado hay que determi» 


nar las abscisas xa y xa correspodientes a las probabilidades pj 
y Pa, relacionadas con la probabilidad dada «. De las fórmulas 


pisa 


frcbablidad dada “de que la magnke 
EE aleatoria caga en mn ero as 
teva de valores posibles 


3 


(1,7) y, UL 10) se deduce que ente las probabilidades p, pa y a 
existe Ja siguiente correlación 


Pl Xp) Fla) — Flo) 
es decir, 


(=p) =a, 


Pi Pa (1.19) 


De aqui, gis <a dl caso general la función de distribución y la 
probabilidad de que la magnitud aleatoria caiga en un cierto in 
tervalo no fijan univocamente la magnitud de este intervalo, 
puesto que Las probabiti Y pa. que definen las abscisas de 
los limites del intervalo x», y xa. no pueden ser halladas por se: 
purado conforme a la magnitud Jada de a. Bor eso, para hal 
ls magnitud del intervalo según la probabilidad dada de que la 
magnitud aleatoria ceiga en él, requiere en el caso genera) li 
introducción de una condición suplementaria, que permita deter» 
imínar fas probabilidades p, y pa. y por lo tanto, los puntos límites 
“del intervalo Xa Y Ko 
Sin embargo, end exo particular, que tene importante 
ráclico, el intervalo de los valores posibles de la magnitud ales 
oria se determina univocamente por la probabilidad 2. Este caso 
:se produce cuando la Junción q(x) es simétrica con respecto a la 
ordenada de abscisa x =0, y el intervalo está dispuesto simétri- 
camente respecto de esa ordenada (véase la fig. 0), Debido a la 
simetría y a la condición de normalización de la función de la 
densidad de probabilidad se producen las correlaciones evidentes 


(1.20) 
(1.20) 


r 


Esto permite escribir la correlación (1. 18) de la siguiente manera: 


> (122) 


La fórmula (1.22) demuestra que los puntos limites del inter. 
valo buscado. —Xjze Y £120, y Por lo lanto, el mismo intervalo 


de valores de la magnitud aleatoria, en el caso examinado, se de- 
terminan univocamente por la función de distribución y la 
bilidad a, 

hallar prácticamente el intervalo de valores de la magnitud 
aleatoria con función de distribución simétrica en las fablas 


Fig. 6. Fonción simétrica de la den 
idad de probabilidad de una magrl: 

"E Area rayada cores 
le probenilidad dada de que 


dispuesto am 
pecio al punto 


estadisticas (en particular, en la tabla 2 del Suplemento) se han 
tabalado pata comodidad los valores de xy, correspondientes a la 
probabilidad 

PR PUXI> se) (123 


Se aprecia fácilmente que 
PAL a PAX 4 PO 0 21 > 9) 2, 


tendremos que 
y =>. (1.24) 


De aquí se deduce que los valores muméricos de xp, en este caso 
se determinan por Ía probabilidad dos veces mayor que la ante- 
rior. Para el uso prácito, es conveniente este modo de determine 
ción, puesto que en lugar de la Ec. (1.22) se puede utilizar la 
correlación 

(1.25) 


es decir, los puntos límites del intervalo de valores de la magnitud 
aleatoria se determinarán por las magnitudes —1-a Y Xi-a más 
simples; además, a es la misma probabilidad que aníss 
En el cop. li'se da un ejemplo concreto (ejemplo 1L.3) de 
cómo hallar la magnitua del intervalo de valores posibles de una 
magnitud sleatora por la probabilidad dada de que coiga cn su 
Ervalo. 


Pto MS dia) 


2 


$ 2. Algunas características 
de las magnitudes aleatorias 


Son importantes caracteristicas de las magnitudes alcatorlas: 
1) clero número, altededor del cual se agrupan los valores po- 
Sibles de una magnitud aleatoria y 2) la medida de dispersión de 
estos valores con respecto a este número. La posición del centro 
de agrupación de los valores posibles de la magnitud aleatoria 
y su dispersión alrededor del centro se puede caracterizar por 
distintos medios, Entre las definiciones de estas magnitudes no- 
solros veremos las más frecuentemente utilizadas en la práctica, 
el valor medio de la magnitud aleatoria y su dispersión (o la 
desviación cuadrática media) 
Antes de examinar las características enumeradas de | 
nitudes aleatorias, hay que 
ceptos utilizados 'en la est 
magnitudes aleatorias muestrales. 
caracteristicas generales y muest 
toria, El fenómeno de estabilidad estática de los resultados de las 
observaciones, como ya se indicó en la “Introducción”, se produce 
sólo para un número grande de mediciones (en el limite, infini- 
tamente grande), Este hecho consiluye el conlenido de la cono: 
sida ley de los grandes números. Sin embargo, en la mayoria de 
los experimentos hay que obrar sólo con_ un número limitado (ge- 
neralmente pequeño) de observaciones. Debido a la ley de casa: 
lidad ciertas magnitudes, determinadas por un número pequeño 
de observaciones, en general, pueden no coincidir con las magni- 
tudes, calculadas por un número grande de observaciones, reali. 
tadas en las mismas condiciones. Por eso, para diferenciar la 
característica de una magnitud aleatoria, hallada por un número 
sulicientemente grande (en el límite, infinitamente grande) y un 
húmero pequeño de observaciones, en la estadistica matemática 
se introducen los conceplos de conjunto general abstracto, com. 
puesto de todas las observaciones imaginables en las condiciones 
dadas, y de muestra (de selección) representado por un conjunto 
limitado de observaciones. De acuerdo a esto se distinguen las 
coracterísllcas muestrales de una magnitud aleatoria, halladas 
or un número limitado de observaciones (a elección) y depen- 
dientes de ste número, y. correspondientes a elas, las caraco. 
ríslicas del conjunto general, independientes del mimero de ob» 
servaciones, En este caso las caracteristicas muestrales se con: 
sideran como estimación de las respectivas características en el 
conjunto general. Lo esencial es que las 
les de una magnitud aleatoria, a diferenci 
magnitudes aleatorias. 
claremos los conceptos de conjunto general, muestra y esti- 
mación de la característica general de una magnitud aleatoria 
en un ejemplo elemental. Examinemos la producción de una fáb- 


les de una magnitud alea- 


rica que elabora utensilios químicos (por ejemplo, matraces). To: 
dos los matraces de la construcción dada, producidos por la Tá. 
brica en un intervalo de tiempo determinado, representan un con- 
junto general. Un cajón de matraces de esta construcción, recibido 
POT el consumidor, es una muestra Casual del conjunto general 
El, volumen medio de un matraz del cajón, sin ser el volumen 
médio de los matraces de todo cl lote, es 1a estimación para esta 
característica del conjunto general. 

De acuerdo con la regla corriente las caractiristicas muestrales 
de una magnitud aleatoria las vamos a designar por letras latl- 
nas, y sus características correspondientes del conjunto general, 

or letras griegas. Por comodidad, convendremos en queen ade: 

Ínite, en uña Serie de casos, designaremos con una misma letra 
minúscula tanto el simbolo de la magnitud aleatoria como el con. 
junto de sus valores posibles. 

'Al determinar las caracteristicas de las magnitudes aleatorias 
del conjunto general es importante el concepto de esperanza mate- 


¡itud aleatoria. Para geno- 
de la fun: 


temática de la función y(x) a la expresión 


Jomermár 
My) = [yinglda. (1.2) 
foma 


La esperanza matemática expresa el promedio de cierta fun- 
ción y(x) mediante la ley de distribución del argumento, dado 
por la función de la densidad de probabilidad 4(%). Por eso, la 
Ec. (1.26) se llama Lambién valor medio de la función para el 
conjunto general o simplemente media general de la función. 
Esto es un cierto número. 

La esperanza matemática M(x) de la magnitud aleatoria x 
puede obtenerse como un caso particular de la fórmula (1.20), sl 
dm ella ponemos y(0) = 


M6= [retar (27 


Veamos sin demostración algunas propiedades de la esperanza 
matemática de una magnitud alealoria. 


a 


L Si € es un número constante (magnitud no aleatoria), ton- 
¿remos que 
Md=c (1.28) 
Mid =cM(d. (29) 
2. Si la magnitad aleatoria x es la suma de n magnitudes 
aleatorias independientes 
md 
la esperanza matemática de la suma de varias magnitudes aiea- 
torias es igual a la suma de las esperanzas matemáticas de los 


sumandos 
Ma) Mbcd e Med. + MPa) (1.30) 
3. Si la magnitud aleatoria y es una cierta función ;o lineal de: 
magnitudes dleatorias independientes 
y xa, Xa. Ka). 
que varía poco en intervalos pequeños de variación de los argu- 


mentos, para la esperanza matemática AM) tene. lugar la. for. 
mula aproximado 


Mio) == Med. Máx)... MED) (1.31) 

Media general” de una magnitud aleatoria. El valor mio de 

lo magnitud aleatoria x para el conjunto general (media general) 

y se determina como la esperanza matemática de una magnitud 
aleatoria, es decir, 


1 Ma, (32) 


donde M(x) se expresa por la fórmula (1. 27) 

Media muestral de una magnitud aleatoria. Lu caracteristica 
muestral, correspondiente a la Ec. (1.32), de la magnitud aleato- 
ría x es el valor medio de los valores observados Xy, Xp ..., Ya 
de la magnitud aleatoria, es decir, 


(1.39) 


que se llama también media arifmélica. Cabe hacer notar que 
lodas las propiedades de la esperanza matemática, y, por lo tano, 
también de la media general de la magnitud aleatoria, son válidas 
Para la media muestral, Por ejemplo, la propiedad 3, que uliliza 
mos en adelante, se escribe del siguiente modo, Si y es una función 
no lineal de n magnitudes aleatorias independientes 


y=H(, a... Xa), 
su media muestral se expresa aproximadamente por la fórmula 
D=1Gi E... ha). (39 


» 


Dispersión general de une magnitud aleatoria. La dispersión 
0*(x) de la magnitud aleatoria x para el conjunto general (dis: 
persión general) se determina como la media general de los 
cuadrados de sus desviaciones posibles respecto de la media gene- 
ral y, es decir, como la esperanza matemática de la función y =" 
= (=p) 


29M 09= [0 iPeldda (1.35) 


donde qx) es la función de la densidad de probavilidad de la 
mognitad aleatoria. El valor positivo de la raiz cuadrada de la 
dispersión, es decir, o(x), se llama desviación cuadrática media 
general o desviación caracteristica o normal(error). 

Antiques sin Semosiación una sete de propiedades dela 


dispersión y algunas de sus consecuencias, 
(Si ces un número constante, entonces 

ee 0, (136) 

alex) = do(s), (am 


2, Si la magnitud aleatoria x es la suma algebráica de n mag- 
itudes aleatorias independientes 


Las 


la dispersión de la suma es igual a la suma de las dispersiones de 
los sumandos. 


Pm ot) ha) de ha). (1.98) 


La fórmula (1.38) se Hama ley de adición de las dispersiones. 
Cabe hacer notar que la ley de 
siones de las magnitudes aleat 
Hudos de las de 

3. Si la magnitud aleatoria y es una cierta función no lineal de 
n magnitudes aleatorias independientes 


y lan Ka 00. Edo 


que varía poco en intervalos pequeños de variación del argu 
mento, para la dispersión o*(y) es válida la fórmula aproximada 


cm=(Loetm+ (ru + (¿LJ ot. 0.30) 


La fórmula (1.39) se utiliza frecuentemente en la teoría de 
los errores para determinar el error accidental de la función por 
los valores de los errores accidentales de los argumentos. 

A continuación veamos algunos ejemplos de utilización de las 
propiedades enumeradas de l2 dispersión. 


Ejemplo Al determinar la resistencia W por el método de 
compensación (de reducción a cero) se utiliza la fórmula 
e 1), 


donde R es una cierta resistencia patrón conocida, a es la indi- 
cación de un puente de hilo y cursor(alambre de cursor). Ex: 
presar la dispersión de la magnitud eleatoria W por la dispersión 
de la maggllud aleta 

enemos que 


Utilizando la lórmula (1.39), expresamos la dispersión en la 
resistencia W por la dispersión en la indicación del puente de hilo 
y coro: 

y EL a). 


Ejemplo 1.2. Expresar la dispersión del electo térmico de la 
reacción 


NH, + $ Oy= NO +3 H¿O 4 
por la dispersión de los electos térmicos de las reacciones 
HO que HO SH, 
Ly pa 
FN+ HH Nil), SH 
1,44 0,=4,04 
NO=3FN,+30p Mi 
Por la ley de Hess (ley de la constancia de la suma integral 
de calor) el efecto térmico de la reacción buscada se expresa por 


los efectos térmicos de las reacciones descritas del siguiente 
modo: 


an 


AM 


AH=—3 8H, —AH2+ 33H, MH 


Utilizando las propiedades de las 
a (am) + 00m) + (3) (am) +09, 


De este modo, las dispersiones de las componentes de los efec- 
os térmicas entran en la dispersión del efecto térmico total con 
los cuadrados de los coeficientes estequiomélricos, con los cuales 
se combinan los correspondientes efectos térmicos componentes 
en la ecuación termoquímica para el electo térmico buscado. 


El 


¡spersiones, obtendremos 


ariímética 


Ejemplo 1.3, Expresar la dispersión de la me 
por la dispersión de la observación única. 

Supongamos que se ha realizado una serie de n observaciones 
de la magnitud aleatoria x y se han obtenido los siguientes valo- 
Tes! Xt Xh --.: Xu. Si se efectúan varlas series de observaciones 
semejantes, oblendremos, en general, otros conjuntos de valores: 
Elo Moo Xi Xl Kls 2 0 as, ele POT 50, Xt, Ys +++ + An de la 
Serie de 1 observaciones pueden considerarse como magnitudes 
alcatorias con ciertas dispersiones 9*(x), 0*(x9), .... 8*(%n). 
Puesto que esas magnitudes aleatorias aparecen 'al medir una 
misma magnitud aleatoria x, sus dispersiones se consideran nalu- 
ralmente iguales 

A) === 040). 


Utilizando ahora la Ec. (1.38) para cuando x es la mea aritme: 


tica (1.33), y empleando la propiedad (1.37) de las dispersiones, 

blenermos 

Al) oe. o] rot) E, 
(1. 40) 


De aquí se deduce que lo dispersión de la media arilmélica es n 
veces menor que la dispersión de la medición única, de donde, para 
el error cuadrático medio, tendremos 


A, (1,40 


Tomando o(x) como medida del error accidental de la medi 
itmética, oblenemos el siguiente resultado: el aumento del má- 
mero de determinaciones paralelas de una mismo magnitud dis- 
minuye la magnitud del error accidental, Esta propiedad del error 
accidental se utiliza en la práctica para aumentar la precisión del 
resultado de las mediciones. 

Dispersión muestral de una magnitud aleatoria. La dispersión 
muestral de n valores observados de la magnitud alealoría x se 
determina en estadistica matemática por la expresión 


*9= 5 0-a (1.42) 


Conviene hacer notar que en el denominador de la Ec. (1.42) 
en Jugar de n, como al determinar la media aritmética (13%), se 
tiene la magnitud 1 — [. Frecuentemente en estadistica malemó- 
tica surge una situación análoga al determinar las caracteristicas 
muestrales de la magnitud aleatoria. Analicemos eta cuestión de: 
talladamente. 

A diferencia de la Ec. (1.35) en la fórmula (1.42) la disper- 
sión de la magnitud aleatoria x está determinada con respecto a la 


ar 


media aritmética £. y no respecto de la media general y, Este 
cambio en la determinación de la dispersión muestral os Conve- 
niente, puesto que en el ensayo, debido a la limitación del número 
de observaciones, se puede determinar solamente %, mientras que 
¿de ordinario la Imagnitud ju permanece incógnita, Se puede de- 
mostrar que esto da lugar a lo siguiente. 
Supongamos que € es un número constante arbitrario cuale 
.. Transtormemos €) mumerador de (1.42) del siguiente 


ZUM 2-04 
2D 0604 26 4= 
= 20 P- 2009 004 
=P PR Oi AR 
mM A 
EP 0%. 
Por lo tanto, 
Ja Pa 
Pongamos ahora la constante c wn y, media general de la 
magnitud aleatoria x. En tal caso, tendremos. 
Pu Pm Pla — 0 8 0.4 
De la fórmula (1.43) se deduce que al sustituir £ por y en la 
delinición (1.42) disminuye la suma de los cuadrados de las des- 
viaciones, Debido a esto, conviene variar algo también el denomi- 
Mador, pos el se divide la suma, para compensar esta disminu- 
ción. Para hallar esta magnitud corregida aplicamos la operación 
de esperanza matemática al primero y al segundo miembros de la 


fórmula (1.43) y simultáneamente translormammos el segundo 
miembro 


MZ A 

= Mo 0 M8 1%. 
(Al calcular la esperanza matemática del segundo miembro se 
utilizaron las propledades (1 29) y (1.20) de la esperanza mate- 


mática), De acuerdo a la definición de la dispersión general 
(1.35), a continuación tendremos 


ME — 099 = (20, 


ES 


y de las lórmulas (1. 35) y (1. 40) se tendrá 
TR la 
Entonces, finalmente obtendremos 


MDP] = Do (0) 20 ot) — 0) 


es" decir, 


MG 09D (o. (1.44) 


La fórmula (1.44) nos indica que si di 
la suma de los cuadrados de las desviaciones 2x2 por 


1 —l, tendremos 
AR 
AE = 2 (45) 


O sen, que si la dispersión muestral s*(x) se determina por la lór. 
mula (1.42), ellu será una magnitud aleatoria (lortuita) con cs- 
peranza matemática, igual a la dispersión general 


MIO) = 1) (1.46) 


Las caracteristicas muestrales, cuyas esperanzas matemáticas 
son iguales a las correspondientes Caracteristicas del conjunto 
Keneral, en estadística matemática se llaman no mixtas. 

En consecuencia, la dispersión muestral 5*(x), determinada por 
la fórmula (1.42), es la estimación no mixta de la correspondiento 
dispersión general 0%) 

De este modo, la necesidad de cambiar el denominador al de: 
terminar la despersión muestral se debe sólo a la limitación del 
número de observaciones. Por eso. para grandes vslores de n no 
se hace necesario el cembio del denominador y la dispecsión 
muestral se puede determinar por la fórmula 


Ze 


sy 


en lugar de la Ec, (1.42). 

Paro evitar semejantes razonamientos y cálculos, a) determinar 
cierlas caracteristicas muestrales en la estadística matemática se 
ha introducido el conceplo de grados de libertad. 

El número de grados de libertad de la caracteristica muestral 
se determina como el número entero de observaciones indepen- 
dientes menos el número de entaces, que se superponen sobre los 
resultados de las observaciones individuales al calcular la carac» 


1.47 


ha a s 


teristica examinado. Si esta definición se aplica a la dispersión 
muestral, determinada por la fórmula (1. 42). podemos hallar que 
el número de grados de libertad de esta caracteristica debe ser 
n— |, puesto que el número total de observaciones es igual a £ 
y en la determinación de s?(x) se ha utilizado la magnitud £, que 
es la media aritmética de los valores observados, cuyo cálculo Te- 
Jaciona los resultados de las observaciones individuales con la 
fórmula (1.33). De esta manera, el denominador de la fórmula 
(1,42) es el número de grados de libertad de la dispersión mues- 
tral, 

El valor positivo de la raiz cuadrada de la dispersión muestra! 
360) se llama media cuadrática muestral, o desviación normal. 

'n conclusión, cabe hacer notar que las propiedades antes 

enumeradas de las dispersiones generales son válidas también 
para las Aispersiones muestrales. Asi, por ejemplo, la propiedad 
que nos será útil en adelante, se escribe del siguiente modo, Si | 
Magnitud aleatoria y es una función no lineal de n magnitudes 
alcatorias independientes: 


PCE 
para la dispersión muestral s*(y) es válida la fórmula aproximada 


E AN O) 


En este caso, para el tratamiento de las mediciones reales los 
valores de las derivadas se calculan en los puntos iguales a las 
medias aritméticas de los correspondientes argumentos, 


CAPITULO 1 


ALGUNAS DISTRIBUCIONES 
DE MAGNITUDES ALEATORIAS 


$ 1. Distribución normal 


En la teoría de las probabilidades y-la estadistica matemática 
liene gran importancia la ley de distribución normal de la magúl- 
tud alealoria, frecuentemente llamada también ley de distribución 
de Gauss. Esta ley de distribución ocupa un lugar especial, par 
ser fundamental tanto para la teoría clásica de los errores de las 
Observaciones como para el tratamiento estadistico moderno de 
los resultados de un experimento. Además, es una ley límite para 
las distintas leyes de distribución de las magnitudes alealorias 

4, por ejemplo, la distribución de Siudent (véase más adelante) 
para un gran número de grados de líbertad se aproxima de modo 
satisfactorio por la distribución normal. 

La función de la densidad de probabilidad de distribución nor- 
mal Se determina por la fórmula 


90= Er 


para todos ios valores de x comprendidos entre— co y + oo. Se 
puede demostrar que los parámetros numéricos y y o, que entran 
En la expresión analítica de la Sanción q(x), concuerdon con lo 
media general (esperanza matemática) 


po MS, 
y la desviación cuadrática media general 
o=0(s) 


(1 


de la magnitud aleatoria x. Por lo tanto, el parámetro y determina 
ln posición del centro de dispesión Se la magnitud aleatoria, 
hordinada a la ley do distribución normal. y el parámetro 9 co: 
racteriza el grado de dispersión de esta magnitud aleatoria con 
respecto al centro, 

La gráfica de la función de la densidad de propabilidad de 
distribución normal está representada en la (ig. 7. Esla es una 
curva acampanada (curva de Gavss) simétrica con respecto a la 
ordenada de ahscisa x= y, y que tiende asintólicamente al eje de 
abscisas para x= co. La forma de la curva se determina par el 
parámolso o: al crecer e la curva deviene de pendiente más suave 


» E 


(achatada), extendiéndose a lo largo dol eje de abscisas, puesto 
que el árez limitada por la curva q(2) y el eje de auscisas debe 
ser de magnitud constante, igual a la unidad, Esto está ¿lustrado 
en la fig. 8, dende están representadas tres curvas de distribución 
normal con parámetros oy = 1, 02 =2 y dy = 4, 

En, las aplicaciones prácticas de la función de sistribución 
normal conviene más utilizar otra forma de la función de la 
densidad de probabilidad, que se puede obiener si se sustituyen 
las variables según la fórmula. 


U=t 


. 11.2) 


un 


Para escribir la expresión de la función de la densidad de 


probabilidad de la magnitud aleatoria U, hay que determinar sus 
e) 


yin 


2 a 

Y 7 

Fig, 7. Fonción de la densidad de Fig 8 Función de la densic 

rúbadildad “de la distribución mer probabilidad de la distribuci 
mas Fra con iii valores 


parámetros; la esperanza matemática y la desviación cuadrática 
media, y sustituirlas en la (11.2) en lugar de y y o. 
De las propiedades de la esperanza matemática (fórmulas 
(1.28) (1. 30)) tendremos 
MO) MG) e E o. 115) 
Análogamente. de las propiedades de la dispersión (fórmulas 
(1.36)—(1.38)) se deduce 


IN. 0, 


Por lo tanto, 
au) =1 


Sustituyendo en la lórmula (IL. 1) x por U y poniendo 4(U, 
o(U)= 1, finalmente obtendremos eS 


q (1.5 


Gracias a esta sustitución el origen de coordenadas se traslada 
al centro de dispersión. y por el eje de abscisas se lleva la mag- 
nitud U, que es la desviación respecto del valor medio, expresado 
en Tracciones de o. La conveniencia de tal sustitución consiste en 
que la función de la densidad de probabilidad (11.5) no depende 


27) 


Fig. 9. Función integral de distribución 
ol 


de los valores contretos de los parámetros y y 0, lo que la hace 
universal y cómoda para la tabulación. 

Mediante las férmulas (11.5) y (1.15) se obtiene fácilmente la 
expresión para la correspondiente función inegral de distribución 
normal 


(1.6) 


En la fig 9 se muestra la gráfica de la función D(U). La 
curva D(U) crece monótonamente desde O hasta 1, y tiene un 
punto de inflexión para U == O. 

En la tabla 1 del “Suplemento” se dan los valores de la función 
D(U) para valores de U desde —6,00 hasta +6.00 a Intervalos del 
argumento de 0.01. 

VYcamos altos ejemplos de aplicación de la función (0). 


mento" obtenemos 


PI196< U<190)= 
=0(+1,96) —0(—1.96) =0.97 500 — 002500 = 0,9500, 
Ejemplo 11,2, Hallar la probabilidad de que el resultado de la 
medición de una observación única. no excede de los límites 20. 
Supongamos que x= p==20. En tal caso U= IL 
+2. Utilizando la fórmula (L. 7) y la tabla 1 del “Suplement 
Sbtenemos 
PIO SUS 4200) = 0120) —D0(200) = 
= 0.97 725 — 092 275 = 0.95 450. 


a 


De este modo, si las observaciones cumplen la ley de distribu: 
ción normal, con la probabilidad de 9545% se puede afirmar que 
el resultado de la medición, obtenido de una observación Ani 
se encuentra entre los límites 20. Análogamente se puede 
mostrar que la probabilidad de que la observación única caigo 
en el intervalo 30 es igual a 99,7% 

De este resultado se deduce que la probabilidad de aparición 
de desviaciones mayores que 2a y 3a es igual respectivamente a 
005 y 0003, Por eso, frecuentemente la magnitud %o (6 30) se 
considera como el error máximo admisible y se desprecian los 
resultados de las mediciones, para los cuales la magnitud de la 
desviación supera ese valor. Sín embargo, en este caso hay que 
tener en cuenta que la magnitud o, que es la desviación cuadrátlca 
media general, en las mediciones habituales permanece incógnita 
debido a la limitación del número de observaciones. Por lo cual, 
la aplicación de uno de los criterios mencionados para la estima: 
ción y la exclusión siguiente de la medición grosera(aproimada) 
sólo es posible mediante la simple sustitución de la dispersión go: 
neral a por su valor s, Esto hace a los criterios aproxiinados. No 
obstante, la aplicación de los mismos es útil en la prácti 

Conjunto de magnitudes aleatorias, que obedecen a la distri: 
bución wormal, Hasta ahora examinamos solamente una magnitud 
aleatoria que satisface la ley de distribución normal. Análoga» 
mente se puede examinar el conjunto de varias magnitudes al 
lorias. En este caso se tiene el siguiente notable Icorema, Sí se 
tienen varias magnitudes aleatorios independientes, cada una de 
las cuales está distribuida normalmente, su Suma también goza 
de la ley de distribución normal. A veces a este teorema la llaman 
teorema de adición para las magnitudes aleatorias norma! 
distribuidas, 

Apliquemos este teorema a la media aritmética de n observa: 
elonos independientes, cada wma de las cuales es na maguitud 
aleatoria normalmente distribuida de media general p. (vénse el 
ejemplo 1.3). Conforme a este teorema la magnitud '£ será una 
magnitud aleatoría que se somete a la ley de distribución normal 
En este caso, de acuerdo a las propiedades de la esperanza mate: 
mática, la media general de la magnitud x no varla, puesto que 


MOS IMM MR 


(bo <p, 


y la desviación cuadrática media general, de acuerdo a la fórmula 
(1.41), será 


La magnitud aleatoria U se determinará en este caso por la ex- 
presión 


(1.7) 


y no por la (11.2) 


$ 2. Distribución de Student 


” La distribución de una magnitud aleatoria, análoga a (11.2), 
donde en lugar de la desviación cuadrática media general se en 
cuentra la correspondiente desviación muestral 


til (11.8) 


jue deducida por primera vez por Student (seudónimo del mas 
lemálico y químico inglés Gossel) y leva su nombre, La función 
de la densidad de probabilidad de la magnitud £ de Student (dis- 
¿ribución 1) Sepende sólo de un pardmeio, es del del namero 
de grado de libertad | de la dispersión muestral s*(x) y se deter- 
mina por la fórmula 


(11.9) 


-w<t<0w. 


El símbolo Y de la (11.9) denota la conoción función Gamma de 
Enir, representada por la integral 
Tae jay dy 

En la fig. 10 se muestran las curvas de g(£) para un número 
diferente de grados de libertad. De la figura se aprecio que las 
curvas son simétricas con respecto a la ordenada de abscisa £= 0. 
Paro valores de / > 20 la función de distribución de Student se 
aproxima convenientemente por la función de distribución normal, 
Y para | = co coincide exactamente con ella. Sin embargo, para 

, para Un nú 

moro pequeño de mediciones, la distribución de Student se dile: 
rencin considerablemente de la normal. Así, cuando f= | la fun 
ción q (0) tiene una ordenada máxima menor y se aproxima bas- 
fonte més lentamente al eje de abscisas para (=> co, 

"Al sustituir en la (11.8) la magnitud x por X obtendremos 


lem) 6 a 
iS (uo) 


completamente análoga a la correspondiente magnitud U (11.7) 
para la distribución normal. 


» 


La distribución de Student tiene gran aplicación al tratar los 
resultados de las mediciones que obedecen a la distribución nor” 
mal. La necesidad de utilizar la distribución de Student, que con- 
tiene la desviación cuadrálica media muestral 5(x) en lugar de la 
general a(x), se debe a la limitación del número de observaciones, 
que impide la determinación de la magnitud a(x) en la práctica. 
No obstante, cabe hacer notar que la aplicación de la distribución 
de Student en una serie de problemas complica enormemente los 
cálculos y prácticamente no se justifica. En casos semejantes es. 
más conveniente sustituir con aproximación S(x) por o(x) y, en 


sm 
ei densidad de 
20. en diicicón de 
Estos. valores del mu 
vdd mero de grados de libertad 
“ 7 e 


lugar de la función de distribución de Student, utilizar la función 
de distribución normal, 


1, Según la pro: 
hay que determinar la magnitud del intervalo, en 
el que deben encontrarse los valores posibles de la magnitud alea- 
toria £. SÍ la probabilidad a de que la magnitud aleatoria £ ca 
en un intervalo cualquiera está dada, los límites del intervalo bus. 
cado se caraciorizarán por las magnitudes cl), al, de 
endientes del número de grados de libeiad | y dalérmiliados de 

a) << tal) <a (1 


la condición 
fvéase lo fórmula (1.25)), Para hallar prácticamente las magnl- 
tudes fi-a(/) en la labla 2 del “Suplemento” se dan los valores 
de la magnitud de Student £a(/) para las probabilidades $ = 0,50; 
0,28; 0,10; 0.05; 0,025; 0,010 y 0,005 y los números de grados de 
Mbertad f= 1,2. 2.0, . 
Ejemplo 11.3. Hallar la magnitud del intervalo, para el 
cual la probabilidad de que caiga la magnitud aleatoria £. con un 
grado de libertad, es igual a 0,98. 
Tengamos a = 035, | —a =005, | =1. Mediante la tabla 2 
del “Suplemento” hallamos faos(1)= 12,706. De aquí el intervalo 
buscado es ¡gual a (—12,706: + 12,706). 


w 


Pa 


$ 3. Distribución 2 


Supongamos que tenemos n magnitudes aleatorias independien- 
les xy. Xa. »-., Ep. Cada una de las cuales salisjace la ley de distri- 
bución normal de parámetros y y o. Para cada magnitud aleatoria 
establecemos la expresión 


Yin 


. (1.12) 


En fal caso, la suma de los cuadrados de las magnitudes alow- 
ferias. 


2-20 (11.13) 
liene ley de distribución, llamada distribución x?, con | =n gra: 


dos de libertad. La función de la densidad de probabilidad de dls» 
tribución y? se determina por la fórmula 


q) — ey? 014) 


"de 

ox<m 
Y gene st e nimer de grado de erind Elite 
E 


o ¡órmula (1.14) designa nuevamente la función Gamma de 
ler, 


Fig, 1), Función de la densidad de 
Fescabiidad” Gara la diiiución q 
sn ninos "ninos de grados 


7) 


En la fig. 11 se muestran las curvas de 9/01 para distintos 
números de grados de libertad. La particularidad característica de 
estas curvas esla asimetra claramente expresada, que disminoye 
Són el crecimiento de [. En la tabla 3 del “Suplemento” se dan las 
magnitudes x2(/) para los números de grados de libertad [== 
1,2, ... y las probabilidades p =0.0; 0,30, 0,20; 0,10; 0,05; 
0.023, O.Ó10; 0,005; 0.001 y 0.0005, 

Ejemplo 11.4. Para la probabl 
grados de libertad [=19 hallar 
abla 3 háilamos xs (13) 


14 p=095 y el número de 
magnitud de 3£(). Por la 


$4. Distribución de Fisher 


Supongamos que tenemos dos sistemas de observaciones inde: 
pendientes de la magnitud aleatoria x 


EA 


(115) 
Xx 


con números de mediciones m y ns y dispersiones, muestrales 
Si y sh respectivamente. Si las dispersiones generales 0 y 0 
correspondientes a las dispersiones muestrales sí y sí solista: 
cen una misma dispersión general, es decir, se produce la igual. 
dad”) 

==", (0,16) 


la relación de las dispersiones muestrales 

ri 0.17) 

es una magnitud aleatoria, que adedece a la ley de distribución, 

Le unción de la densidad de probabilidad se determina por la 
mula 


rl 
Pr E pa 40 18) 
re 


0<F<ow 

Como antes, el simbolo F designa la fonción Gamma de Euler. 

La distribución con función de densidad de probabilided (11. 18) 

se llama distribución de Fisher, Esta función tiene dos parámetros 
'amente los ni 


en función de los números de grados de libertad, 
en adelante la escribiremos asi: F(f,, 1), donde f, es el número de 
grados de libertad del numerador de la (11.17) y fa, respectivas 
mente el del denominador. En este caso, se produce la siguiente 
propiedad de la función de distribución de Fisher 


Eh fa) e Fla. do. (1.19) 


conaleión, 


Y Las Gspersiones uesiales, para las sueles se comple es 
de homo: 


se lliman tomogéneas, An logamente se puede atrodasi el r3neo 
Fencidad pare un námero acitario de ESpersiones muestras 


e 


Por esa, para evilar la no univocidad vamos a seguir la regla, de 
acuerdo a la cual en el numerador de la (HI. 17) escribiremos la 
mayor de las dispersiones. De acuerdo a esto, por |, hay que tomar 
el número de grados de libertad para la mayor de las dispersiones, 
y por fa. para la menor. 


su +00 


Fl unn sd dead 6 zo 
iaa! pen la deco de Fue 

con dios moro, de gros de e 100) 
da 


0 ” 


En la tabla 4 del “Suplemento” se dan las magnitudes Fs(/r- 19) 
los valores p == 035; 0,10; 0.05: 0,025, 0.01; 0005 y las com- 
Binaciones de los mimetos de grados de libertad: 
hi=1,2,..., 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120, 
la= 1.2, 0... 30. 40, 60, 120, .... 00. 
En este caso, la tabla está formada de manera que la admisión 
inlroducida antes se satisface: fi es el número de grados de 
libertad de la mayor de las dispersiones, y fa, respeclivamente de 
la menor, 
Ejemplo. 
(a 


pk 
(nos: 


3, Delerminas el valor de Ft e) paca li 10, 
$. Por la Labla 4 del “Suplemento” hallamos Fago 


CAPITULO 111 


HIPOTESIS ESTADISTICAS 
Y SU VERIFICACION 


En una serie de problemas, originados al tralar los resultados 
de las mediciones, es ¡necesario saber a base de realizaciones cor 
nocidas si una u olra magnitud aleatoria obedece a Una determi. 
ada ley de distribución, Puesto que el mámero de realizaciones 
siempre cs limitado, la respuesta a esta cuestión inevilablemente 
contiene un elemento de casualidad y debe tener un carácter de 
probabilidad. 

Vamos a suponer que la magnitud aleatoría examinada satis. 
Jace una ley de distribución determinada, lo que llamaremos hipó- 
lesis estadistica, La correspondencia de la hipótesis estadistica, 


que interesa al experimentador, con las datos experimentales se 
estima mediante vna regla determinada, dependiente del carácter 
de la hipótesis expuesta, llamada criterio estadistico, El criterio 
estadístico es un método ordinario de estimación de la correspon: 
dencia de la hipótesis presentada con los dalos experimentales. En 
este caso, aceptar mediante el criterio fijado que la correspondencia 
de la hipótesis, que se analiza. al experimento se satisface, no equi- 
vale de ningún modo a demostrar su justeza, Tal admisión signilica 
sólo que los dalos experimentales no contradicen a la hipótesis 
que se analiza. De acuerdo a esto, la admisión de la hipótesis la 
vamos a considerar como una indicación de que ella puede servir 
al trabajo, en lodo caso, hasla que a disposición del experimenta: 
dor existan datos nuevos que puedan corregir la interpretación 
delos resultados del experimento, 

En este capilulo se examinarán brevemente algunos principios 
generales de verilicación de las hipótesis estadísticas y su aplica: 
ción a los problemas que surgen al tratarlos resultados de las me. 
diciones 


$ 1. Principios generales de verificación 
de las hipótesis estadísticas 


Supongamos que tenemos a nuestra disposición la magnílud xy, 

es decir, uno de los valores posibles de la magnitud aleatoria Á 
jue se examina. Expongamos la hipótesis, que designaremos por 
de que la magnitud aleatoria A está distribuida según una ley 


“ 


caracterizada por la función de la densidad de probabilidad qa(s). 
Alla hipótesis flo la denominamos hipótesis nula. Introducimos 
cierta hipótesis A; alternativa, cuyo contenido se reduce a que la 
magnitud aleatoria X que se £xamina obedece a la ley de dis 
Bución, deserta. por la función de la densidad de probabilidad 
Ga) y vamos a considerar que la hipótesis Hs cierta, la 
Ipétels mala sl es falso. A dose de la magritud xo hay que 
resolver a cuál de las hipólesis Ha 6 H se debe dar preferencia. 
Dividamos la región de todos los valores posibles de la magni- 
ud alealorla que se examina en dos partes: la región Ro, cortes- 
sondiente a la hipótesis He, y la región Ri. que corresponde a la 
ipótesis , (véase la lig. 13). Supongamos que el punto x(Re/R;) 


que separa las regiones Ro y Ri es conocido, En fal caso, el pro- 
Bien de establecimiento del criterio buscado esta resueto, SÍ 


xo < RR). (ms) 
yy 50 en la región Ro y hoy que tomar la hipótesis Ho Sl, por 
el contrario, 

xy > RR) (1.2) 


xo resulta en la región Ri de la hipótesis alternativa A, y la hipó- 
dsis nula debe despreciar. De este modo, el problema de estable 
cimiento del criterio estadístico se reduce a la elección óptima del 
punto límite x(Ra/R) 

¡Sea cual fuese el modo de elegir el punto x(RyR:), siempre 
existe determinada probabilidad de una resolución Incorrecta, Se 
“precia fácilmente que la resolución incorrecta puede ser de dos 
tipos: el primero, al dejar de tomar la hipótesis nula cuando ella 
en realidad es cierta (es decir, tomar Hi, en lugar de Ho), y el se- 
gundo, al tomar la hipótesis nula cuando ella es falsa (es decir, 
fomar' Ha en lugar de Hi), En estadistica matemática el primer 
error se llama error de primer género, y el Segundo, error de Se- 
gundo género. 

"Supongamos que en realidad es cierta la hipótesis Ho que se 
verilica, y por lo tanto, la magnitud aleatoria X está distribuida 
conforme a una ley dade por la función ga(x). Entonces, la pro- 
Babilidad po de elegir de manera incorrecta la hipótesis Hy,es decir, 


pS 


¡e despreciar H y cometer el error de primer género será (vénse 
da fig. 13) 
m= | eta. (11.3) 
aus 
Ahora supongamos que en realidad es cierta la hipótesis alter- 
nativa HH. En ese caso, la probabilidad p, de fomar incorrecta: 
mente la hipótesis Ho, es decir, de despreciar H, y cometer el error 
de segundo género, será (véase la fig. 13) 
as 
m= | ejes qu.4) 


La probabllidad del suceso opuesto l— py, que es, como se 
aprecia fácilmente, la probabilidad de despreciar la Hipótesis que 
se verilica, cuando ella es falsa, se llama potencia del criterio 
estadístico. 

Ahora volvamos nuevamente al examen de la fig. 13, donde se 
aprecia que la disminución de po. es decir, la probabilidad de de 
preciar la hipótesis nula Ho, cuando ella es cierta, da lugar al cre- 
cimiento simultángo de py, y. por lo tanto a la disminución de 
L— pu es decir, la probabilidad de despreciar la hipótesis //o, 
cuando ella en realidad es falsa, De aquí se deduce que la ma, 
nitud «(R/Ri) hay que buscaria de la relación óptima de las 
probabilidades po y p1- En la teoría general de verificación de las 

Ipólesis estadísticas se demuestra que minimizando de cierto 
modo la combinación fina! lega e las probabilidades pa py 
se puede determinar el valor óptimo de x(Ry/R¡) y, por lo tanto, 
el criterio buscado puedo ser establecido. 

El método descrito de establecimiento del criterio de estimación 
de la hipótesis estadistica se ha difundido ampliamente en radio- 
tícnica, radar, estadistica económica y otros campos de aplicación 
de la estadística matemática. Sin embargo, en los problemas de 
tratamiento de los resultados de las mediciones éste resultó poco 
útil debido a la imposibilidad de determinar, en la mayoría de los 
casos, los coelicientes de la combinación lineal y el desconoct- 
miento de la función qu (x). Por eso, en estos problemas se recurre 
a otro método de establecimiento del criterio de estimación de la 
Iipótess estadílica, que no requiere el conocimiento de las mag: 
nitudes de los coeficientes y el claro planteamiento de la función, 


ION 


$2. Criterio de estimación de la hipótesis 
estadística en los problemas de tratamiento 
de los resultados de las observaciones 

En este párrafo examinaremos el criterio de estimación de la 
hipótesis Mo a base del valor observado de la realización de la 
magnitud aleatoria xo y la función qu(x) que se postula, supo- 


niendo sin certeza que existe cierta hipótesis alternativa H, con 
la rrepondinte distribución delas prosabildads descritas por 
' función qu(x). 

El criterio buscado se obtiene con más sencillez sí se supone 
que la hipótesis Ho que se verifica es cierta, es decir, que la magni 
Jud aleatoria que Se examina está realmente distribuida según una 
SS ol a cdo la 
resultó el valor observado xe- Supongamos que xa ha caldo en la 
togión próxima a la derecha (fig. 14), o a le izquierda (ig. 15) 
del extremo de la función ga(x) y. por lo tanto, la probabilidad de 
que la magnitud aleatoria Calga en esa región, calculada mediante 
la función qo(x), prácticamente es Igual o suficientemente próxima 
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vaciones Muestra que en estas situeciones conviene elegir la se- 
nd Posblidad, es dei, seconoces a fascded, de la Hóleia 

le. Par el contrario, si el valor observado xo resulta en tn inter- 
valo bastante dístanie de ambos extremos de la función qu), con 
viene considerar que la hipótesis Ho puede ser admitida, 

El criterio buscado de estimación de la correspondencia de la 
hipótesis Ha que se analiza, al ensayo, se puedo establecer sí a 
estos razonamientos cualitativos se les da un carácter cuantitativo 

El intercalo de valores de la magnitud aleatoria, es decir, el 
segmento de eje de abscisas próximo al extremo de la función 
wÍx), lo denominamos región critica de la función de distribu 
ción dada, e introducimos la suposición de que la incidencia de la 
realización de la magnitud aleatoria en la región critica evidencia 
la inadmisibilidad de la hipótesis analizada. Según el carácter de 
la hipótesis que se verifica la región crítica se considera com- 
puesta sólo de una parte ubicada o bien próxima a la derecha 


e 


(tig. 14), o bien próxima a la izquierda (fig. 15) del extremo de 
la función qo(x), o de ambas partes a la vez (Ig. 16). 

Vamos a caracterizar las dimensiones de la región critica de 
la función dada de distribución por la probabilidad de que_los 
valores posibles de la magnitud aleatoria caigan en ell 
probabilidad muméricamente es igual a la magnitud de las Áreas 
rayadas de las figs. 14 y 15, o bien a su sume (fig. 16), La pro- 
babilidad de que la magnitud aleatoria caiga en la región erlllca 
se lama nivel de significación. 

Supongamos para precisar que la región crítica está ubicada 
enteramenie en la parte derecha de la gráfica de la función ge(x) 
(véase la fig. 14), y que el nivel de significación es igual a $. Esto 


ya 


cerca de ambos extremos de la lu 
ción, La suma de las Brews rayadas 
ES 


ordenada del punto izquierdo extremo de la región critica es 

a B (rayada en la fig. 14). El punto xy, que limita la región 
srílica a izquierda, se puede delerminar en este caso por la mag: 
nitud de la probabilidad Am P(X > xp), es decir, por la ceua. 
ción (véase la ecuación (1.17)) 


[etdd=p. (us) 

» 
El criterio estadístico buscado de estimación de la hipótesis My 
gonsiste, entonces, en comparar xa con la magnitud numérica xp. 

2 > xp (111.6) 
para el nivel de significación $ elegido, en tal caso xo cue en la 
Tegión critica dela función de distribución postulado yla Mpltesis 
Mo debe ser despreciado. Si, por el contrario, 

20 < Xp (1,7) 
entonces, xn se encuentra fuera de la región critica y la hipótesis 
Ho puede ser admitida. ls 

Análogamente se puede examinar la otra variante del criterio, 
cuando la región crítica se encuentra próxima 2 la izquierda del 
extremo de la función de distribución postulad: 

Si la región critica, en la que se puede esperar la caida de la 
realización xa de la magnitud aleatoria, está enteramente ubicada 


* 


sigifica que el deca limitada por la curva go(x), la región erílica 
y la 
qu 


a la derecha (o a la izquierda) de la gráfica de qe(2), el eriterto 
Se llama unilateral. El criterio unilateral hay que utilizarlo cuando 
exisien previamente sólidos fundamentos para afirmar que, inde. 
pendientemente del valor concreto de la realización de la magnitud 
aleatoria, su caída (incidencia) en la región opuesta de la función 
de distribución o no es posible o no tiene un valor práctico, SÍ el 
experimentador no tiene de antemano fundamentos para semejante 
Suppsición, la región critica se debe considerar compuesta de dos 
partes. En este caso, el nivel de significación del criterio B numé- 
Ficamente es igual 4 la suma de las áreas rayadas en la fig. 16, 
y el criterio correspondiente se llama bilateral. En adelante no 
hecesitaremos el criterio unilateral izquierdo y el bilateral, 


$3. Elección de la magnitud del nivel 
¿de signilicación del criterio 


En el párrafo anterior se demostró que el problema de estable. 
cer el criterio de estimación de la hipótesis Ho a base del valor 
conocido de la realización y la función qe(x) que sc postula puede 
ser resuelto sí se da la magnitud del nivel de significación f del 
Elec que determina las dimensiones de la región Glca de la 
función qu); Expliquemos ahora, las consideraciones por las 
cuales nos gulamos al elegir un valor concreto de $ para Juzgar 
la certeza de una u olra hipótesis. 

“Comparando las fórmulas (111.3) y (111.5) se aprecia fácil: 
mente que $ == po, es decir, que por definición el nivel de signiica 
ción coincide con la probabilidad de despreciar la hipótesis l) que 
se verifica cuando ella en realidad es cierta, Por eso la elección, 
por ejemplo, del nivel de significación del 1% denota que sólo en 
un caso de aplicación del criterio entre cien la hipótesis cierta en 
realidad se despreciaró. De aqui. a primera vista, parece que 
siempre es necesario tratar de dar el valor más pequeño posible 
al nivel de significación. Sin embargo, esto no 


En el $ 1 de este capítulo se demostró que la disminución de la 
probabilidad po da lugar a la reducción simullánea de la probabl- 
Ñidad 1 — pr de despreciar la hipótesis Ha, cuando ella es lalsa, es 

a ase 


decir, la potencia del criterio. De este modo la tendenel 
gurarse desmesuradamente contra el desecho de la hipót 
recta, en realidad puede conducir a una inevitable disminución 
de la sensibilidad del criterio utilizado con respecto a la hipótesis 
falsa, Precisamente hay que evitar esto, 

El compromiso descable entre las probabilidades de despreciar 
las hipótesis cierta y falsa en realidad se asegura, si al clegir el 
nivel de significación se actúa conforme a determinadas recomen- 
daciones, elaboradas por la aplicación práctica de la teoría de ve- 
tilicación de las hipótesis estadisticas, Estas recomendaciones per: 
miten también evitar, en medida considerable, la parcialidad o el 


sw 


prejuicio al dictaminar la correspondencia a la disparidad de la 
hipótesis presentada con los datos experimentales. 

Admisión de la hipótesis. S: la hipótesis que se verifica se foma 
con un valor del S% o más alto del nivel de significación, in. 
dudablemente hay que admilir que la hipótesis concuerda con los 
datos experimentales obtenidos. 

Si la hipótesis que se veriica puede ser tomada con un nivel 
de significación menor que el 5%, pero mayor que el 1%, o bien 
se puede arriesgar la udmisión de la hipótesis. o bien poner en 
duda lo misma. En tal situación conviene repelir el experimento 
para obtener los datos, a base de las cuales se puedan electuar de. 
¿ueciones más definid 

Para admitirlo Mipótesis hoy que evitar la aplicación del cri 
terio con un valor del nivel de significación menor que el 1%. 

Desprecio de la hipótesis. Si la hipótesis se desprecia con un 
valor det nivel de significación del 1% 0 más bajo, indudablemente 
Hay que admitir que la hipótesis no concuerda von los datos expe. 
rimentales obtenidos. 

Sí la hipúlesis que se verifica puede ser desprectada con un 
“tgel de significación más alto, comprendido entre los valores del 
1 y del 5%, o bien la hipótesis también hay que despreciorlo, o 
bien sólo ponerla en dudo, Sin embargo, en esta situación lo mejor 
+s repotir el experimento y valorar nuevamente la hipótesis pro. 
puesta 

Fl empleo de un valor del 5%, y más alto, del nivel de signi. 
Jicación no jundamenta el desprecio de la fipbtesis. 

lustremos lo dicho en ejemplos. 

Ejemplo 111.1. A) determinar la resistencia de una solución con 
dos diferentes resistencias patrones R, y Ro se han obtenido los 
siguientos valores de las dispersiones muestralos; sj==2,842 + 107 
con 2 grados de libertad, (de 3 mediciones) y si 1,546-107 
con 12 grados Ge libertad (de 13 mediciones), Se necesiia estimar 
la hipótesis, que desígnamos por Ha, sobre la igualdad de las co. 
reepondientes dispersiones generales of y 02 


Mas 


En el $ 4 del cap. 11 se demostró que si las dispersiones :mues- 
rales s] y s! satistacen a una misma dispersión general, es deci, 
se cumple la igualdad 


la relación 


obedece a la distribución de Fisher. Por lo tanto, la estimación de 
la hipótesis Ho debe reducirse a verificar la compal 
relación experimental de las dispersiones *) 


con la función de distribución de Fisher, De acuerdo a la teoría, 
desprita en este capítulo, el valor obtenido de la realización de la 
magnitud aleatoria Fasp == 1,727 hay que compararlo con el valor 
Fai a), calculado mediante ls distribución de Fisher para el 
peral de Siglicación dado y los amero de grados de libertad 
12 y la 12. 

“Valoramos al principio la posibilidad de admisión de la hipó 
tesis, Para ello elegimos el nivel de significación $ == 0.05 y por 
la tabla 4 del “Suplemento” hallamos Fags (2; 12) == 3885, Puesto 
Que 1787 < 9885, la hipotesis espuest, indudablemente, hy que 
admira, 

De esie modo, la aplicación del criterio estadistico demuestra 
que las dispersiones generales, que satisfacen las dispeesiones 
imuestrales sim=2,842 + 1077 y 1,646 - 107, son iguales, es 
decir, las dispersiones 5] y si hay que considerarlas homogéneas, 

Ejemplo 111,2. Al determinar la capacitancia de la célula para 
medir la” conductancia eléctrica en dos series de mediciones, se 
obtuvieron los siguientes valores de las dispersiones inuestrales 
de las indicaciones del puente de hilo y cursor; st=20,675 y 
sia 1,746 con un número de grados de libertad igual u 5 en am 
dos casos (de 6 mediciones). Se necesita estimar la hipótesis 


Moa 


Procediendo de igual modo que en el ejemplo anterior, hallamos 
la relación experimental 


tod 


5 17% 


y la comparamos con el valor tabul 

Estimiamos al principio la posibilidad de admisión de la hipó- 
tests, Para ello elegimos el nivel de sigpificación $ == 0.05 y por 
la tabla 4 del “Suplemento” hallamos Faes(3; 5)= 5.050, Puesto 
que 11,841 > 5/50. con un nivel de signilicación del 5% la hipó- 
tesis que se verifica no puede ser admitida. 

A continuación estimamos la posibiidad de despreciar la hi- 
pótesis. Para ello suponemos el nivel de significación f = 001 y 


y De seserdo con la regla Introducido por nosotros en el $ 4 del cap. ll 
en el mimado de lo relación se ese nos dispersión mayor Ge ls que 50 
omar. 


5 


por la tabla a del “Suplemento” hallamos Fegu(S; 5)= 10,967. 
Dado que 11,541 > 10/67, la hipótesis que se vetora Ha debe ser 
despreciada con un nivel de significación del 1%. 

'n consecuencia, la estimación estadistica de la hipótesis 
oj—a; conforme a los valores experimentales de las disperslones 
muestrales st y $3 indica que en el caso considerado la hipótesis 
que se verilica puede ser despreciada con seguridad, Esto significa 
que las disperslones $5 y 53 Son heterogéneas. 

Ejemplo 111.3. A1 medir la fem. de una pila de cobre-zinc, 
para dos series de mediciones se han obtenido las siguientes mag. 
mitudes de las dispersiones muestrales de las Indicaciones del 
puente de hito y cursor: sj=10.20 con /1 == 10 grados de libertad 
(de 1! mediciones) y sE==2,050 con fa =5 grados de libertad 
(de 6 mediciones). Se necesita valorar la hipótesis 


Como en los dos ejemplos anteriores, hay que hallar la rela 
ción experimental 


y compararla coñ el valor tabular Fa ff). 
Estimamos al principio la posibilidad de sdmitir la hipótesis 
Para ello suponemos el nivel de signilicación $ =—0.5 y por la 
abla 4 del “Suplemento” hallamos Fapa(10, 5) = 4,735. Puesto 
que 4,976 > 4,735. con un valor del 5% del nivel de Significación 
la hipótesís no puede ser admitida. 
A continuación estimamos la 
pegesi, Suponemos sl 
tabla 4_del "Suplemen! 
que 4,976 < 10. 


CAPITULO IV 


NUMEROS APROXIMADOS 
Y SUS ERRORES 


La inmensa mayoría de las magnitudes que se utilizan en los 
cálculos son aproximadas: los pesos aíómicos y los valores de fás 
funciones termodinámicas, todas las propiedades físicas medibles 
y todas las características calculadas a base de ellas, presentadas 
en forma de ciiras en las correspondientes lablas, lc, Además, 
Casi fodas las constantes puramente malemáticas (por, ejemplo, 
ze), asi como los resultados de las operaciones matemáticas (lo: 
Kariimos de múmeros, funciones trigonométricas, raíces, polencias 
yo implemente Iracciones en sistema, decimal) son uimeros para 
los cuates, en principto, no se puede haltar un valor exacto, 

eso, debemos lmitarnos a una cierta cantidad de cilras decimales, 
la «ue naturalmente ocasiona wn error. Incluso aquellas magnilo: 
des, para las cuales en principio puede ser oblenido un Valor 
exacto, de ordinario se dan con un mimero reducida de cilras de- 
Simales, es decir, también se convierten en númeras aproximados. 

Por último, conviene hucer notar que la aproximación de los 
húmeros, con los que operamos, en parte está vinculada con el 
sistema de numeración decimal, que nosotros Wfilizamos. En 
«tecto, sl la fracción 2/7 con tal notación es una magnitud exacl 
no podemos sepresentaria en forma de un número exacto en el 
sistema de notación decimal, sino que podemos dar solamente un 
número aproximado; además, el grado de aproximación (en prin- 
cipio, ilimitado) se determina por la cantidad de cífras decimales, 
que se utiliza a) inscribir. En este caso, de ordinario se redondea 
1os números, lo que da lugar al correspondiente error, 

De este modo, por necesidad utilizamos en todos los cálculos 
números aproximados. Por eso, hay que delinir el error del 
número aproximado, la regla de operación con los números apra» 
ximados para distintas clases de cálculos y el método de esti 
inación del error del número aproximado, 


$ L. Error absoluto y error relativo 


Paro caracterizar la desviación del valor aproximado de 
cierta magnitud con respecto a su valor real, se introduce el 
concepto de errores absoluto y relativo, prescindiendo de la fuente 
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conerela del error, La dificultad principal reside en que en la 
mayoria de los casos el valor real (o exacto) de lz magnitud que 
se examina es desconocido. Veamos esto más detalladamente. 
Supongamos que A es el valor exacto (en gencral desconocido) 
de cierta magnitud y a es su valor aproximado. Llamamos error 
absoluto a error de la magnitud a la diferencia 
A-a=x, (vo 
Puesto que generalmente el signo del error es desconocido, con- 
viene determinar el error e, igual al valor absoluto de la dije: 
rencia 
e= Aa =|ao| óA=atke (1.2) 


Como regla, cuando se habla del error absoluto de un número 
aproximado a, se Llene en cuenta e, y 10 Aa. 
El error absoluto limite tua Se determina por la desigualdad 


tm > Aa] =eó6om>hAza= e (1V.3) 
De donde 


TN 
A>2—= tm 
De este modo, el valor real de A evidentemente se encuentra 
sente los lenites 
— ta LAGO a, (va) 


donde a es uma magnitud aproximada. La elección de tm es en 
grado considerable arbitraria, 4 pesar de que prácticamente es 
cómodo reducir en lo posible el intervalo, en el que se encuentra 
la magnitud A, es decir, elegir el menor vaior de la magnitud emp. 
De las relaciones expuestas se aprecia que £ y tu tienen la die 
mensión de aquellas magnitudes, cuyo error determinan. 

Evidentemente, la caracteristica de exactitud del número apro- 
ximado 4, dada por las magnitudes e o £xa, no es suficiente. En 
efecto, si el error absoluto límite evo, que caracteriza la medición, 
es el mismo, mientras que la magnitud que se mide en un caso 
es igual a ay, y en otro, a 10m; = 07, evidentemente, en el segundo 
caso el resultado tiene una exactilud relativa mayor que en 
primero. Por ejemplo, si se mide la temperatura con un termó: 
metro con la precisión de =0.1* y las temperaturas medidas son 
20 + 0,1* y 200-+0.1*, el nivel experimental del segundo caso és 
“bastante más alto que el del primero, a peser de que el error ab- 
soluto en ambos casos es el mismo. 

Para caracterizar la exaciilud relativa de la medición, en 
lunción de la magnitud que se mide, se introduce el error Fela: 
tivo 8, determinado por la igualdad 


dm 


av.5 


TaT 


Al igual que se introdujo el concepto de error absoluto límite, 
se infrodude la noción de error relafio límile Gua el que evide 
temente debe ser mayor que el error relativo verdadero 6 y se 
determina por la desigualdad 


due >Jáp Ó dual Al>e, av.s) 


donde e es el error absoluto (ilimitado). Es conveniente elegir el 
error absoluto limite de manera que la desigusidad anterior se 
corfvierta en una igualdad, es decir, 


dual Al=tum 6 dape av.” 


Las Ecs. (1V.8) y, (IV. son correlaciones fendamentles que 
vinculan el error absoluto y el relativo. La ecuación (IV. 7) con 
líene, evidentemente, elemento de arbitrariedad en la elección de 
Sum Y tua, no obstante estos errores, por definición, en todo casó 
19" son menores que los errores verdaderos, y semejante estima- 
ción aproximada dea calidad de las mediciones (o redondeo), no 
aumenta la exactitud de las magnitudes obtenidas, Como podre» 
mos apreciar en adelante, en todas las operaciones con números 
aproximados Siempre se Írata de elegir la variante menos lavo: 
fable para que el valor verdadero de la magnllud se encuentre 
a ciencia cierta dentro del Intervalo de valores obtenido, es decir, 
se opera con errores límites 


esto que siempre se trata 
sible, en muchos casos se 
puede considerar que el error absoluto cs mucho menor que la 
misma magnitud aproximada, es decir, e € JA] y e < la] 04 = 
2 a. Pata lales mediciones suficientemente precisas las relacio: 
des expuestas antes se pueden escribir aproximadamente del 
guiente modo: 


dal =e y Smlal * tua (1.8) 
Evidentemente, esto es equivalente a despreciar la magnitud 
(e/a)? (y potencias superiores). En efecto, 


(12 


La correlación (IV.8) ya se puede utilizar para los cálculos. 
Partiendo de las definiciones del error absoluto y del relativo, 
se puede escribir 


Amozemo(ta 2) 17) 
y puesto que ¡Ey = ¿gy =0. tendremos que 

Azall+a). (vo) 

s 


Si, como se ha descrito antes, se amplían los límites, entes 
los cales se encuentra el valor etacto A, Se puede escribir 


Az 0(l + bra). (iv. 1) 


El error relativo, a delerencia dei absoluto, cs tna magnitud 
adimensional. Generalmente se expresa en tantos por ciento (para 
cilo la magnitud del error relativo se multiplica por 100). 

Ejemplo IV. 1. Supongamos que medimos la tensión con un 
vollimelro, cuya escala esíá dividida desde O hasta 300 V a cada 
3 V; además, la distancia entre las sucesivas divisiones es idén- 
lica. Semejante escala se llama uniforme o lineal. A simple vista 
se puede estimar la posición de la aguja en todo caso con la pre- 
cisión de hasta la mitad de la distancia entre divisiones. (es de: 
sir, 2= 1,5 V). Por lo tanto, el error relativo en la lectura sobre 
toda la escala es Igual a 


130 
7 0,0050, 


Sín embargo, las mediciones reales, realizadas en distintos 
sectores de la escala, no son de igual exactitud, a pesar de que 
llenen idéntico error absoluto, Supongamos que necesitamos me- 
dir la tensión con un error relativo no mayor que el 2%. Ex fácil 
indicar el sector dela escala donde se puede oblene fl precisión. 
En electo, 


cli rr, 


De esta manera, con esa precisión se puede medir la tensión sólo 
comenzando de 75 V y más. Para medir tensiones menoros con la 
precisión de 2%, hay que tomar otro aparato. 

No obstante existen muchos aparatos con escala irregular. En 
tales aparatos el error absoluto crece con el aumento de la indi- 
cación del aparato. La velocidad de este crecimiento puede ser 
distinta (existen, por ejemplo, escalas logaritmicas: esto signi: 
fica que la escala del aparato es uniforme con respecto a los To: 
garitos de las indicaciones de la aguja, es deci, las distancias 
entre las marcaciones |; 10: 100; ete. son iguales). Hallemos, cuál 
debe ser la función de la velocidad de crecimiento del valor de la 
división de la escala para que el ertor relativo a lo largo de loda 
la escala sea la mismo, 

Examinemos la división con la marcación y, Supongamos que 
el error en la determinación de las distancias por la escala os Ax. 
La velocidad de variación del valor de la división y con longitud 
de escala x se caraceriza por la magnitud 2. SI el intervalo Ax 
es bastante pequeño para que en los límites de este intervalo la 


» 


derivada ÉL sea prácticamente consant, a maguitd ¿£ 55 s 
el error absoluto y en el punto y. El error relativo será igual a 
Ls 


De aquí 
í 
y 


ale 


ea 


din y= cd; nyc e, 


es decic, 


re tmy-L 


De este modo; la escala lo 


sitmica será uniforme en el sentido de 
constancia del error relativo. 


$ 2. Regla de redondeo de números. 
Cantidad de cifras exactas 


Los números aproximados, que prácticamente entran en todos 
los cálculos, frecuentemente. pueden tener errores absolutos y 
relativos bastante distintos, El error del resultado final, obtenido 
al calcular, se determina por los errores de todas las magnitudes 

iermedias que eniran en el cálculo y. en primer Iernino, de 
juellas cuyos errores son grandes. De aquí se deduce que sí 
parte de las magnitudes, que entran en las fórmulas de cálculo, 
se determina con poca precisión, no tiene sentido tomar las demás 
megniludes con gran exactitud. Por lo tanto, estas magnitudes 
más exactas hay que redondearlas, pero de tal manera que el 
error relativo del múmero, obtenido por el redondeo, sea, en todo 
<a5o, no mayor que el número más inexacto posible, que entra en 
el cálculo (prácticamente se recomienda que él sea aproximada: 
mente de un orden menos 

“Al multiplicar y dividir los números aproximados la cantidad 
de cifras decimales aumenta (al dividir, en el caso general, hasta 
infinito). Sin embargo el número de aijras exactas (la definición 
exacta de este concepto véase más adelante) en el resultado será 
limitado, En ese caso fambién hay que suprimir las cifras exce- 
dentes del número oblenido, es decir, hay que redondearlo, 

Por último, puede resultar que para ciertos fines es suficiente 
obtener un resultado final con exactilud relativamente pequeña, 
En este caso, conviene redondear las magnitudes iniciales (asi 
como los números intermedios) teniendo en cuenta las menores 
exigencias de exactitud del resultado final, pero sin superar el 
error admisible. 

La determinación del error del resultado de una serle de ope- 
raciones según los errores conocidos de las megnitudes iniciales 


s 


se examinará detalladamente en los $$ 3 y 4 de este capitulo 
Aquí daremos la segla de redondeo de un número, los métodos 
de determinación de los errores de los números redondeados y la 
cantidad de cilras decimales exactas. 

dad Su notación decimal cualquier número puede ser represen: 


A o 10d lO , (IVA12) 


onde dm mz els, son ciltas que se encuentran en los corres: 
pondientes lugares (órdenes decimales) del número A; m es el 
exponente que caracteriza el orden decima! superior del número A. 
En el caso general puede estar Compuesto de un número Infinito 
de cifras. 

Si descomponemos el número A en un cierto orden (por ejemplo, 
mn + 1). obtendremos el número aproximado a compuesto de 1 
cilras significativas. Se llaman cifras Significativas de un número 
cualquiera a todas las cifras ), 2, 3, --., 9, que entran en este 
número, asi como el cero, si éste 5e encuentra en medio del nú 
mero o a la derecha. En el último caso el cero (0 105 ceros) debo 
corresponder a los valores cero de a, en el número exacto Á 0 en 
el mimero aproximado a. Si los ceros sirven solamente para de- 
signar el orden decimal, ellos no se consideran cifras Siguificati- 


par Ora 


Sila constante de gravitación universal se escribe en la forma 
3,670-10-+ dina-cm'/g, el último cero de la derecha también es 
una cilta significativa. 

Hayta ara no se dijo nada con qué exactitud están determi- 
nados los números aproximados, obtenidos por el redondeo, o, en 
tras palabras, cuáles de las Cliras significativas en ellos son 
exactas, Evidentemente, el concepto de “cifra exacta” es conven 
cional. Existen dos definiciones del número de cifras exactas: una 
de ellas es más rígida con recpecto a la exactitud del número 
aproximado, la otra, menos. Actualmente se utiizan ambos mé- 
isos, 2 pesar de que para los múmeres redondeados, como vere 
mos más adelante, lo preferible es el mólodo más rigido. 

Definición 1, Las primeras n cliras decimales de un número 
aproximado se llaman exactas si el error absoluto de esto número 


aproximado no es mayor que 05 de la unidad del orden de la 
última cifra conservada (n-simo orden, sí se considera primero 
el orden superior). es decir, se cumple la condición 

e [Aa] < 03:10 (va 


La megritud e = 03-10WIv! en este caso es el error absoluto 
mile. 

Definición 2, Las primeras n cifras decimales de un número 
aproximado se llaman exactas si el error absoluto de este número 
aprócimado no es. mayor que lo anida del erdes de la úllima 
sifra conservada 


e [40] < 10m". (1.14) 
E ao quo el rrs abro Limbo e a megaiad 001 

Para satislacer la definición 1, los números se redondean por 
la regla de adición. Esta regla se puede formular del sigulento 
modo. Supongamos que después de redondear en el número dehen 
quedar u cifras sigmíicelivas. En fal caso: 

si la (n + 1)-sima cifra suprimida es menor que 5, la n-sima 
cifra conservada no varia; 

sila (n + 1)sima Gra suprimida es major que 5. la nesima 
vijra conservada se aumenta en L. 

st la (n + Ijesima cifra suprimida es igual a 5, pueden ocurrir 
dos casos; 

1 entre las cifras suprimidas, además de la cifra 3 hay otras 
distintas de cero len este caso la n-sima cifra conservada $e 
aumenta en 1); 

2) todas las demás cifras suprimidas, salco la cifra 5, son 
caros (on este caso la nusima cilra conservada se aumenta en da 
si ella es impar, y no varia, sí ella es par), 

La última regla es algo arbitraria, poro si se la sigue sistema: 
ticamento, los errores que se introducen en tos cálculos, de gran 
número de operaciones, deben aproximadamente compensurse. SÍ 
se loma la defimición 2, al redondear el nómero se pueden «Imple- 
mente suprienir ciíras excedentes 

El error relativo de un mimero aproximado se puede determi 
nar si se conoce la cantidad de cifras exactas de eso número, La 
cantidad de cifras exactas de un múmero redondeado se conoce 
ella se puede determinar para cusiquier número cuyo error bso 
Jito se conoce). Para un Dúrsro redondezdo correctamente (os 
decir, de un timero pora el cual el error absoluto se determina 


por la desigualdad (1V. 13)) con n cifras exactas, siendo n > 2, 
el error relativo se deteemina por la desigualdad 
ar as 
ia el 
uv io 


donde aw es la primera cilra significativa de este número, (Para 
A = | seobtiene la misma desigualdad, pero disminuida). El error 
telstivo limile se determina por la igualdad 


A av. 16) 


No siempre todas las cifras significativas de un número apro- 
ximado son exactas, en el sentido en que se definió antes (puesto 
que, evidentemente, no todos los números aproximados son correo 
tamente redondeados). Erecuentemente en el número aproximado 
se escribe a la derecha uno cifra significativa de más, que no es 
exacta (es decir, su error absoluto supera la mitad de la unidad 
de su orden decimal). Cuando el error absoluto de este número no 
supera dos unidades del último orden decirmal, la cifra falsa (en 
el sentido antes dicho) se llama ambiguo (dudoso). Por último, 
pueden haber números aproximados, cuyo error supera dos unida: 
des del orden de la última cifra e incluso puede incluir dos o más 
giras signilicaticas. Tafes números aproximados se encuentran 
frecuentemente, En el caso general sus errores no son errores ab- 
solutos límites del mimero. El error relativo límite de tal ciúmero 
se determina por la fórmula 


AU) 


donde n es la cantidad de cifras exactas; p es el número de el 

sigriicalivas después de la coma, La fórmula (IV. 17) se ap 

cuando sólo la última cifra signilicativa es falsa. SÍ el número 

Sun se determina por la lórmula 
Ly 


A (VAT a) 


que es la más general. Aquí l es la cantidad de cifras significa 
Vas del número; m es el admero de orden superior. 
Las fórmulas (1V,17) y (IV. 170) se pueden obten 
guiente modo. De la ¡órmula (IV. 12) se deduce que para m == 0 
se oblienen las unidades, para m = 1, las decenas. etc, es decir, 
si Les la cantidad de cilras significalivas del número. y p es la 
cantidad de cifras significativas después de la coma, (Í— p) es 
la cantidad de cifras signilicativas de la parte entera, igual a 
mo+ 1. Por lo tanto, [—p— 1 =m. Esta es la correlación ge- 
neral entre las distintas caracteristicas de un número en la nó: 
tación decimal. El númeo a se sustituye aproximadamente 
tn: 10”. En este caso, 8 sólo puede crecer, En el caso de la fór- 
mula (1V.17) la cantidad de cifras exactas en la unidad es menor 
ue la cantidad de cifras signilicativas /, es decir, 1 1 Por 
Ja correlación antes expuesta 210% = ctm :10-9=i = an: 10977 las 
fórmulas (1V. 15) y (1V-16) se oblienen después de susiltuir el va- 
lor de e de la Ec. (1V.13) en la Ec. (1V.17a) 


5 


Ejemplo 1V.2. La constante de Planck h se pone en las tablas 
de constantes universales en la forma 


hi = (692377 + 0.00027) -10-% ergos, 


Es evidente que por definición en el múmero 6,62377 serán exactas 
cuatro cifras: 6,623, El error relativo limite se determina por la 
fórmula (1V. 179). 


ama 
do E (5) 
Si se conoce el error relativo del número (en, el caso general, 
proximo al verdadero, y no limite), se puede determinar el error 
absoluto límite del número y la cantidad de cifras exactas en tl. 
El error absoluto limite se puede determinar por la fórmula 
aproximada 


emos (am 1) 1057-10 = (dm + 191078 (1V.18) 


(las designaciones son iguales a las de la fórmula (1V. 17a)) 
Aqui utilizamos la correla =ab, pero sólo se aumentó 
ciéncia cierta el múmero sun (y con ello la magnitud de +), sup 
miendo todas las cifras significativas, 2 excepción de a. y aumen» 
tando la última en |. El error absoluto límite, calculado por la ( 
mula (1V, 18) es próxim: ¡lor exacto determinado por la fór- 
mula e == ab, en todos los casos, de aquellos en que 
la cllra ams es Igual 2 0.0 a pacas S, y la cifra 2 lam. 
bl es pequeña. 

La cantidad de cifras exactas en el número, si se conoce su 
error relativo (no límite), se puede determinar del siguiente modo. 


Supongamos que 0: ips + En tal caso por la fórmula (1V. 18) 


SA 
% 


50 1035-10 0. 


(1) 1070 10 LEIOA, (1 19) 


En el segundo miembro de la desigualdad mm + 1 se ha susti- 
Auido por 10. De este modo, el número a contiene a ciencia cierta 1 
ciltas exactas (compárese con la fórmula IV. 13) 

En las tablas matemáticas todas las ciltas significativas son 
exactas “(de acuerdo a la definición 1). De este modo, el error 
relativo de las tablas de cuatro valores para los números que 

ativas, no supera la magnitud 


=510%=0.059 


contienen cuatro cifras sign 
93 


Sn 


Respcctivamente para las tablas de cinco cifras el error del ní 
mero que contiene 5 cifras significativas, no es mayor que 0,005%. 
En las guias que contienen magnitudes físicas y químicas, los 
números dados en las tablas de ordinario son exactos de acuerdo 


sl 


a la definición 2, es deci 
tra ia y 
Sin embargo, esta regla no siempre se cumple y no siempre si 
indicn el errar de las magnitades dadas. A veces en las fablas 
existe tma vota que establece la exactitud de las túmeros conteni. 
dos. Por ejemplo, en la “Guia de química” (Ll, págs, 17-18, 
1962) en la tabla de las masas atómicas relativas la última cifra 
de casí tocas los elementos está determinada con la exactitud de 
3:03. Excepción: para seis elementos los errores serán Mayares 
a última «il “a las uscilaciones de la 
composicion isolúpica natural. Para cinco elementos estámindica: 
dos los errores experimentales, al determinarlos, los cuales lambién 
sonmavores que05de lawnidad. de la última cifra. Para la longi- 
tud de los enlaces moleculares y los valores de los ángulos de va. 
lencia los errores, como regía, se dan al Jado de cada magnitud por 
separado de acuerdo a la precisión experimental de su dolermino: 
ción, En la mayoria de las otras tablas de esta guía no se Inde 
los errores de las magnitudes dadas “Al calcular con estas magal: 
ludes se puede suponer que cllas llenen un error absoulo Igual 4 
lo última esfra, 


. Su error Do es mayor que =1 de la 


$ 3. Errores de los resultados de las operaciones 
Aarliméticas fundamentales. 


Adición de múmeros aproximados, Las operaciones aritméticas 
elementales con los números aproximados se podriat, haber examl- 
nado en el párrafo siguiente, donde se exponen los métodos gene: 
rales para ha!'ar los errores de las funciones conforme a los erro. 
res conocidos de los argumentos; sin embar simpleza de 

osición conviene dedicar wn parle especial a estas opera: 
ciones. 

Veamos al principio la suma de un número finito de números 
aproximados, considerando que todos los sumandos tienen Igual 
signo, 


atadas. ham. 


De acuerdo a la definición de número aproximado se puede 
escribir 


ASA +A A m0 +0 + 0,+M0,4 ha, +80y=> 


ata 4... ha) (da + 80,+-... 44d) 


Aqui 4 es un valor exacto desconocido de la suma. En el segundo 
miembro de la igualdad en el primer paréntesis se encuentra el 
valor aproximado de la suma, y en el segundo, cl error de la suma 
de los números aproximados dados. Puesto que las cifras de los 
errores Au, no los conocemos, supremos la peor vatiante, es 
decir. cuando las cifras de todos los esrores son Iguales. De este 


se 


modo, obtenemos en realidad el error límite de la suma 
exo] Aa (+] dao... Elda 0 Peó o Pep (1V.20) 
Si las magnitudes e, son los errores absolutos limites de los 
sumandos, 


Cms le 


¡ete Ha 
>/50,1+140,1+ ... +180,1 


De esta manera, se puede dar la siguiente definición: el error ab= 
soluto limite de la suma de números aproximados es igual a la 
“suma de los errores absolutos límites de los sumandos: 


[PA-Ba[=1A 1 Perm 02 


donde 
ZA=A y Parma 


De esta definición se deduce, también, que era no puede ser 
menor que e) mayor de los errores £,1e. De tal forma, el menor 
error posible de la suma se determina por el error del sumando 
menos exacto. Esto no signilica que no sea necesario alcanzar una 
exactitud más alta de los demás sumandos. Puesto que los ertores 
se acumulan, el error tolal dependerá también del error de los 
sumandos más exactos. Sin embargo, no es necesario tomar estos 
sumandos con un múmero excesivo de cifras (es decir, con exce 
siva exactitud) 

El error relativo límite de la suma de números aproximados 
se determina por la fórmula general 


dm 


q (v.2) 


donde 


a=| EA] «[Lo] y u0=2um 
Cuando se conocen las cifras de los errores (pur ejemplo, si se 
redondean los números exactos que entran en la suma) se puede 
rd Pr eto de 8 


5 


o 


[De 
a A E (v.29) 
En el caso general los errores relativos de los sumandos son 
distintos y se pueden hallar os límites, en los que se encuentra el 
esor geo de la sara. En eel, por dni (puesto que 
eo=04 


dy si + A a A A da 
A O 


Supongamos que entre los ersores 3, existe el máximo Sn y el 
minimo ópia. En tal caso, Si sustituimos al principio todos los $4 


A 


POF Biar, y luego por Sus, obtendremos la correlación 
Ser > duo > ias (1V.25) 


De este modo, el error relativo limite de la suma de varios m 
meros aproximados no puede ser mayor que el mayor de los error 
res relativos de los sumandos. 

Para evitar confusiones hay que subrayar uma vez más el 
carácter doble del concepto de “error límite” en las operaciones 
gon números aproximados, Por un lado el término “límite” signi- 
fica que los errores de los sumandos (independientemente de que 
cllos sean o mo límiles) siempre se suman, es decir. se supone la 
variante menos favorable; por otro lado, 'al determinar el error 
límite del resultado se recomienda, en el caso general, ulilizar los 
errores límites de los sumandos, a pesar de que en casos parti 
culares se pueden utilizar los valores exactos de estos errores. 

Sustracción de números aproximados. La regla obtenida en «l 
párralo anterior para el error de la suma de números aproximados 
de un mismo signo se puede extender al caso de la suma algo- 
braica de números aproximados, La regla general se formula as 
el error absoluto limite de la suma algebraica es igual a la suma 
de los errores absolutos límites de los sumandos. Como caso par: 
licular de aquí se puede obtener la regla que determina €) error 
absoluto límite de la diferencia de dos números aproximados. Este 
error será igual a la suma de los errores absolutos límites del 
minuendo y del sustraendo. 

El error relativo límite de la diferencia de dos números apro: 
ximados se expresa por la fórmula 
ta 


LEA (v.20) 


Al calcular la diferencia de dos números aproximados, cuando ay 
y as son de magnitudes próximas, es decir, la diferencia es 
Pequeña, comparada con los propios números, se produce lo que 
se llama “pérdida de la exactitud”, cuando el error relativo de la 
diferencia resulta ser bastante mayor que los errores relativos del 
mínuendo y del sustraendo. 

Para aclarar lo dicho veamos el siguiente ejemplo, 

E . Supongamos que hay que determinar el electo 
¡ción de isomerización: 


hexeno-2 cis — hexeno-2 trans — AH. 


Ft 


-Jemplo. 
térmico de la 


Esto se puede hacer mediante los calores de formación normales 
/ con los calores de combustión. En este caso se conocen los calo- 
res de combustión y los calores de formación. 
Cálculo por los calores de formación. Sean dados: 
AH" (hexeno2 cis) = 11,56 kcal/mol, 
AH" (hexeno-2 trans) = —12,56 kcal/mol. 


Las magnitudes de los errores mo están indicadas en las fablas, 
por eso vamos a considerar que el error absoluto en ambos casos 
es igual a DOI kealímol (véase el parralo anterior)” En fal ceso 
el error relativo límite será, por la fórmula (1V.17) (conside: 
rando que son exactas tres ciftas), en ambos casos, igual a 
1-10-2 6 0.1%. El cfecto térmico de la reacción de isomerización 
es Igual a 
AH? = AH” (hexeno-2 trans) — AÑ” (hexeno-2 cis) = 

= 1256 + 11,56 =—1,00 kcal/mol. 
El error absoluto limite de la magi AHI es Iguala la suma de 
los errores absolutos del minuendo y del sustraendo, es decir, 


esir=0,01 +0,01=0,02 kcal/cnol, 
y el error relativo límite de la magnitud AH" es igual a 
Bag» 0,02: 1,00 == 0,02=2%, 
es decir, el error relativo del resultado es 20 veces mayor que los 
errores telativos de los datos inlclales, 
Cálculo por los calores de combustión. Sean dados 


Asc» (hexeno-2ci5) == — 902,66 kcal/mol. 
Año, (hexeno-2 trans) == — 961,66 kcal/mol. 


Vamos a considerar que el esror absoluto de estas magnitudes 
también os igual 2 001 kca!jmol. En ambos casos el error rela- 
tivo límite será aproximadamente igual a 10=> 6 0,001 %, 


AH am Alfozn (hexeno-2 cis) — MHz (hexeno2 trans) = 
=— 1,00 keal/mol. 


Puesto que el error relativo del resultado es igual, como en el 
cálculo anterior, a 2%, en este caso la exactitud disminuye 
2000 veces. De ese modo, la exactitud disminuye siempre que ten- 
gorros cue hala lo magnitud que vos interesa como diernca 
lo dos mimeros grandes; además, en un grado tanto mayor, 
cuanto mayor sean estos propios números. Como se aprecia del 
ejemplo, la pérdida de exactitud es especialmente grande al ut 
lizar los calores de combustión. Si estos calores fuesen conocidos. 
con menor exactitud, que la admitida por nosotros, los errores 
relativo y absclulo de su dierncia rcceran de mudo considn 
rable, y la pérdida de exactitud permanecería igual (a pesar de 
que el error absoluto de la diferencia, naturalmente, también cse- 
ceria). De esta manera, cuando hay que utilizar la diferencia de 
dos megniludes grandes, se debe tratar de que esas megniludes 
sean determinadas con la máxima exactitud posible. 


3 den a 


Olso medio es el aumento de la diferencia. Como ejemplo se 
puede dar la determinación de las calores de vaporización por la 
+ Ciausius (o la energía de activación por 


“Aquí la exactitud de cálculo de 2 se determina principalmente por 
la exactilud de la diferencia T,—7, (véase el ejemplo V.5). 
Seneraimente la decencia de las temperaturas es pequeña en 
comparación con los propios valores de 7, y Ta. Para disminulr el 
error de ordinario se frata de ampliar el intervalo de temperatura. 
Sin embargo, no hay que ampliarlo mucho, ya que en ese caso las 
Tórmulas de Clapeyron— Clausius y de Árrhenius no se pueden 
aplicar por ser aproximadas. 

Multiplicación de múmeros aproximados. En el caso de Ja mul 
tiplicación y la división, el error relativo del resultado se dele 
mina con más sencillez. Para deducir la regla general de deter 
minación del error del producto se puéde multiplicar directamente 
as + Sa, y después suprimir todos los términos que contienen el 
producto de dos o más magnitudes Aa, puesto que estos produc» 
los se pueden considerar magnitudes infinitésimas de segundo, 
lercero, ete. orden en comparación con las magnitudes Aa, (por 
hipótesis Sas < ay). Sin embargo, más vale examinar cierlo mé- 
lodo general, utilizado más adelante al determinar los errores de 
las funciones. 

Supongamos que a e 030; ...a, es el producto de n números 
aproximados. Procediendo “a la logaritmación de esta expresión 
(en particular, tomamos los logaritmos naturales): 


nas Ina +In0:+...+ Ina. 


Con la exactitud de hasta las infinilésimas del segundo orden 


4 
dina 


da, = da, < [da] =e 


Puesto que los errores son pequeños en comparación con los pro- 
pios múmeros a, se puede admitir aproximadamente que 


e e. 
(1V.27) 


donde Aay son los errores (en el caso general éstos pueden ser 
errores límites) de los números aproximados a,. Puesto que no 


conocemos los signos de Ad,, nuevamente elegimos la peor va- 
riante y tomamos los valores absolutos de estas magnitudes 


lc, 130 (EA) 
Edi 


ER de 
=0 +04... +0 (1V.28) 


De este modo, se puede determinar el error relalivo límite del 
producto 


din 0,4014 0 4d (1v.29) 


donde dy. da. «... Ón en el caso general son los errores relativos 
límites (si es = tam), es decir, el error relativo límite del pro: 
ducto es igual a la Suma de los errores relativos limites de los 
factores El error absoluto Kmile del produco se puede hallar por 


fócmmula 
a = bu 

Al multiplicar el múmero aproximado a por el número exacto 
A el estor relativo limite del producto es igual, evidentemente, por 
la fórmula (1V.29) al error relativo del número a, mientras que el 
error absoluto limite del producto es k veces mayor que el error 
absoluto del número a. En efecto, 

Ma = (La) 03m + k(0dwa) == Res. 

División de números aproximados. El error relativo del cociente 
de dos números aproximados se determina como en el caso del 
producto de números aproximados. Supongamos que 


en tal caso, 
Ina= ina Ina 


Nuevamente proponemos la variante menos favorable, es decir, 
consideramos que todos los errores se suman, y tomamos los 
valores absolutos de los errores 

1001 196 lo 


<=5+0 (11.30) 


El error relativo límite del cociente se puede delerminar del si- 
guiente modo; 


4v.31) 
ss a 


6s decir, éste es igual a la suma de los errores relativos limites 
del dividendo y del divisor. 

El error absoluto límite del cociente se halla por el valor cono- 
«ido de su error relativo límite y es igual 2 

tn = Ab 

La división del múmero aproximado a por el número exacto £ se 
puede considerar como el producto de a por A. En este caso, 
evidentemente, el error relativo limite del cociente es igual al 
error relativo del número a, pero el error absoluto límite del 
cociente es ke veces menor que el error absoluto del número a. 
(Para recordar: al multiplicar o dividir un número aproximado 
por uno exacto, se puede considerar ia notación del número apro- 
ximado en la forma: a st e, donde ambos sumandos se multiplican 
+ se dividen por k). 


Estimación de los errores de las funciones 
de argumentos aproximados 


Error de la función de una variable independiente. Suponga- 
mos que se tiene cierta función conocida y = /( xa) de 
Variables xi Xa, +, Xu. Hay que determinar el error absol 

ivo de la función por los errores conocidos de los argumentos. 
Al princíplo examinemos la función de una variable, Supon 


amos que 

y=/(). (1v. 32) 

Es evidente que el error del argumento Ax debo dar lugar al 

error de la función Ay. Esto se puede escribir del siguiente modo: 

YH dy =/(x + Ax), (1v.33) 

La función del ¿esundo miembro de la igualdad la descompone- 
'mos en la serie de Taylor por las potencias de dx 

Mata) = (04 PM PAR... y + By 


A continuación suponemos que las mediciones son suficientemente 
precisas, de manera que la magnitud Ax es pequeña en compa: 
fación con a. Pr eso se pueden suprimir los lérminos que con- 
tlenen Ax de segundo grado y más. Obtenemos 


yaya (2) + Pear 
+ de acuerdo a la Ec. (1V.32) 
aya Fajas, (av. 94) 
Admitiendo que [Ay] = e, y lAx] = es, podemos escribir 
de = 110) le (1.35), 


el error relativo de y hay que dividir ambos miembros 
igualdad (1V.34) por y =/(x). Teniendo en cuenta que 
para la variable independiente x se satisface la identidad Ax == 
za dx, obtenemos 


OE ACTON “ 
a A <14101601=| 10160): Arl= 
. =|Emitoje. 1v.30) 


De este modo, el error absoluto de la Junción de una variable es 
igual al error absoluto del argumento multiplicado por la deri- 
vada de esta función, y su error relativo es igual a la derivada:de 
su logaritmo natural (neperiano) multiplicada por el error abso- 
luto del argumento (o simplemente a la diferencial de su loga- 
ritmo natural). Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 1,4. Error de la potencia de un número aproximade 
sua Spongamos que y= Al peinciplo hallamos el ero 
tivo 


dy | ¿ln jean E mb. (v.37 
El error relativo de la potencia de un múmero aproximado es 
igual al error relativo de la base de la potencia multiplicada por 
el exponent 

EVerror absoluto de la potencia se determina con más senci- 


lez por la fórmula 
la sn YO, == nda, 


aunque en principio se puede utilizar (mi 
ida dela (1:55) 


otra fórmula obte: 


ey Yes mn 


Ejemplo 1V.5, Error de la raíz de un número aproximado. 


Supongamos que y=VX. Utilizando el mismo procedimiento, 
obtenemos 


8=hb. (1v.38) 
es declr, el error relativo de la raiz de un número aproximado es 


igual al error relativo de ese número dividido por el indice. El 
error absoluto se determina mejor por la fórmula 


EA 


Ejemplo 1V. 6. Estor del logaritmo natural de un número apro- 
ximado. 
“ 


Supongamos que y =lnx. Utilizando la fórmula (1V.36), ob- 
tenemos 


dy 


Esta Tórmula se utiliza con mucha frecuencia, ya que la función 
logarítmica está muy difundida en los problemas de quimica 
física. El ercor absoluto se puede hallar por la Iórmula 
e = y : 
Ejemplo 1V.7. Veamos 'un ejemplo de Junción trigonométrica. 
Supongamos que y == tg, en tal caso 
Eee: o 2 
a 0 
Error de las funciones de varias variables independientes. La 
determinación del error absoluto y del relativo de la función de 
varias variables independientes es una Operación generalizada, 
aplicada para la determinación de los errores de la función de 
tna variable. Sepongamos que 
yl da +. 0) (14D) 
os una función de tales variables, donde X;, Xz. ..., Xn son mag: 
niludes aproximadas determinadas experimentalmente, Suponga- 
mos nuevamente que [Ay] = e, y |AX;| «== es, y que las magni- 
ludes Ax, son tan pequeñas que los términos que contienen Ax, 
de grado superior a) primero Se pueden suprimir. Entonces, des 
srollando la función 
1409 [ad Ae od 002 So + o) (1V.42) 


en la serie de Taylor y suprimiendo los términos de sobra, obte» 


hemos 
34H aro 


ay= DlLjan avs) 


Considerando que todos los errores tienen igual signo, obtenemos 
la expresión para el error absoluto limite de la función de M, 


variables 
sun Ej pioci=3 2, 


(En los cálculos prácticos ls valores de las derivadas ¿LL se 


toman en los puntos correspondientes a los valores medidos de xi 
0 a las medias arilméticas de Z,, si se ha realizado una serie de 
mediciones). Para obtener el error relativo límite de la función 


7 


Yo By on Jl 


de donde 


% (vas) 


hay gue did, aca mec de la Agus por 9 
TC] 


dm ll Elan 


A 


(1V.45) 


Las lórmulas (1V.44) y (1V.45) son fundamentales para los 
cálculos prácticos, 

De este modo, el error absoluto limite de la Junción de varla- 
bles independientes es igual ala suma de los derivadas parciales 
de esta junción, mulfiplicadas por los respectivos erroros absolu 
los de los argumentos, segun los cuales se diferencia, y el error 
relativo límite de esta función es igual a la suma de las derloa: 
das parciales de su logaritmo natural, mulfiplicadas por los res 
pectivos errores absolutos de los argumentos (o a la diferencial 
lotal del logaritmo natural de esa función), 

Mediante las fórmulas (1V.44) y (1V, 45) se obtienen fácil 
mente las fórmulas deducidas antes para los errores de la 
la dleenco, el produco y el cociente de aómers, ron 
Es evidente que la suma, Ía diferencia, ete. se pueden considerar 
como funciones de varias variables, 

Aquí conviene hacer una observación, que puede ser extendida 
a todo lo expuesto antes, En principio la suma de magnitudes 
constantes, determinadas con ciertos errores, puede considerarse 
como una [unción de varias variables, tomada en el punto corres- 
pondiente a los valores dados de X4, £7. ..., £m donde esta fun- 
ción es continua. La función se puede desarrollar en ese punto en 
la serie de Taylor por grados de pequeños incrementos Ax, 
Axn +: Ata, que son Iguales a los errores de las respectivas 
(en realidad constantes) magnitudes £1, £2. .... Za. En realidad 
así procedemos, utilizando la teoria general, por “ejemplo, a la 
suma de magnitudes aproximadas. Esta tesis se puede extender 
a aquellos coeficientes constantes (pero determinados con cierto 
error), que entran en muchan fórmulas. Estos los podemos con- 
siderar como variables en una pequeña vecindad alrededor de su 
valor aproximado y aplicar a ellos la teoría general. 


CAPITULO V 


TRATAMIENTO DE LOS RESULTADOS 
DE MEDICIONES DIRECTAS 
E INDIRECTAS 


Aplicaremos a continuación los resullados obtenidos en los 
sapitulos anteriores al tratamiento de los resultados de medicio- 
mes de magnitudes físico-químicas. El presente capitulo lo dedica. 
remos a examinar el caso en que la magnitud físico-química que 
interesa l experientador está directamente indicada por lapa: 
ralo de medida, o bien puede ser obtenida de midiciones directas 
mediante el cálculo (mediciones indirectas), en tanto que el exa- 
men de las mediciones de las dependencias funcionales lo dejare- 
"mos para el siguiente capítulo. 

Para tratar correctamente los resultados de las mediciones, 
escribir y estimar objetivamente la veracidad del valor obtenido 
de la magnitud que se mide, hay que tener en cuenta la precisión 
limitada del aparato de mí como estimar los ertores siste- 
méticos y accidentales. 

Ántes de pasar al cálculo concreto de los errores de distinto 
lipo veainos la correlación entre los errores accidentales y los 
sistemáticos y el poder resolutivo de la escala del aparalo de 
medida. 

En ¡ediciones coneretas el poder resolutivo del aparato de me- 
dida y los errores sistemáticos actúan como magnitudes indepen: 
dientes del número de mediciones. Por otro lado, mediante el 
aumento del número de mediciones el error 
¡cerse tan pequeño como se quiera. Tal carácter de estos errores 
se debe a Su distinta naturaleza. 

Según la clase de precisión del aparato utilizado y de las con- 
Aiciones de mediciones entre las magnitudes de estos errores 
Juede haber distinta interrelación. AI utilizar aparatos de medida 
ordinarios el error accidental puede ser bastante menor que el 
poder resolutivo del aparato, que en este caso determina precis 
mente el error de las mediciones. Por el contrario, si se utiliza 
un aparato de alta clase, pero se observan con poca rigurosidad 
la constancia de las condiciones externas, el error accidental puede 
Superar bastante el error de la escala del aparato. En ambos ca: 
sos los errores sistemáticos pueden ser mayores o menores que 
los errores de la escala del aparato. Por lo tanto, en condiciones 
reales concrelas es posible cualquier combinación mutua de las 


Es 


magnitudes relativas de los tres tipos de errores. Sin embargo, 
Ia mayoría de las mediciones prácticas tanto los errores sistemá- 
ticos como los accidentales superan el nivel de los errores de la 
escala del aparato. La correlación entre las magnitudes de los 
errores en función del número de mediciones se puede ilustrar por 
la gráfica de la fig. 17. 

Suponiendo que los tres tipos de errores son mutuamente de: 
péndientes, el error total conviene representarlo como suma de las 
componentes individuales 

AS 


ión se deduce el caso límite: si n >0s, 
deviene igual a tucoprt cow Cuanid 


De esta defi 
el error total 


Ear 


Fig. 17. Correlación ent 
on de eros 


disimos 


eos 


Lescop 


1 tec. sp +: eau la precisión de las mediciones se determinará por 
el error accidental. 
Tiene sentido distinguir individualmente el error 


0 to ep E o (1.2 


que caracteriza simultáneamente la precisión limitada del aparato 
de medida y el error sistemático. La conveniencia de introducir 
el error A Se evidencia en que éste limita el número de cifras 
signilicativas exactas en los resultados de las mediciones direc- 
los (o indirectas). Este error hay que considerarlo al comienzo 
de los cálculos, sÍ en adelante se presupone la realización de al- 
gunos céleulos estadísticos, por ejemplo, el cálculo de la media 
Srilmética, el intervalo confidencial, el error accidental, la estl- 
mación de ciertas hipótesis estadísticas, el. 


$ 1. Consideración del error de la escala 
del aparato y errores sistemáticos 


Lo característico del error de la escala del aparato y de los 

errores sistemáticos es que las magnitudes constantes, como 

tegla, son pequeñas en comparación con la propia magnilud 

qué se mide. Puesto que la magnitud buscada, en el caso gene 

Es una función de las magitudes que se miden disectamene en 

el ensayo, la pequeñez del error de la escala del aparato y de los 
73 


errores sistemáticos permite calcular los errores de las funciones, 
según los errores conocidos de los argumentos, mediante las 
reglas elementales descritas en el cap. ÍV. Para dominar mejor 
estas reglas daremos ejemplos de su apli 

Consideración del error de la escala del aparato. Vamos a ca 
racterizar el intervalo de sensibilidad del aparato por la exacti- 
tud de lectura en la escala de medición del aparato, es decir, por 
el error de su escala tac. »p(1), aproximadamente igual al valor 
de una división *. Asi, por ejemplo, la medición de una longitud 
mediente una regla, en el mejor de los casos, se puede realizar 
son la precisión de lectura de 1-10-7 mm. La misma medición 
con un micrómetro de tornillo garantiza una precisión de lectura 
del orden de 1=10-2 mm. Si se utiliza un Comparador, la pre: 
sión de la lectura se puede elevar en un orden más y llevar su 
magnitud basta 1:10 mm. Las magnitudes 1-10 mm, 
1:102 mm y 1:10-1 mm, siendo los errores absolutos de las 
escalas de los correspondientes aparatos de medida, caracterizan 
la precisión limitada de estos aparalos. 

'Veamos los siguientes ejemplos. 

Ejemplo V... ÁL determinar una resistencia desconocida por et 
método de compensación la resistencia a medir Y se calcula por 
la conocida fórmula 


We rI=S (wa) 
donde R es la resistencia patrón, y a es el brazo medido del 
puente de alambre y cursor en las divisiones de su escala, Aquí la 


magoltud directamente medida es a. ea tanto que al experimenta: 
dor fe interesa cierta función W de la indicación del puente dicho, 

Supongamos que la resistencia R se conoce exactamente, y el 
error absoluto de la escala del puente de alambre y cursor 
too ap(2) == | div (una división de la escala) está dado por su 
elasd" de precisión. Hay que hallar el error absoluto tas up(1) 
de la resistencia que se mide, debido a la precisión del puente de 


Alambre y cursor de medida, es decir, el error de su escala, si 
R == 100 ohmios a'== 365 div del puente de alambre y cursor. 
Hallamos la derivada 
== E. (ves) 


Utilizando la fórmula (IV. 44) y poniendo los valores numéricos, 
obtenemos. 


(Uh, lO lo) EG -1 0751 ctmio 
1) Sil inticador del aparato ese entre 
a e ses, 
Me tao a Aa aia e 1 ES 
a e, 


2 


bon 


De este modo, el error absoluto de la resistencia que se 
mide 1, debido a la clase de precisión del puente de alambre 
y cursor de medida, es aproximadamente de 0.8 ohmio. La magnl- 
Tud de la resistencia medida es igual a 


DS 1005 7897114: oh. 


El cálculo expuesto indica que la clase de prisión del puente 
de alambre y cursor utilizado para las mediciones mo permite 
medir la resistencia W = 174. ohmios con un error menor de 
058 ohm. Por lo tanto, en la resistencia medida, Incluso sin erro- 
res sistemáticos y accidentales, prácticamente sólo pueden ser 
verdaderas unidades enteras de ohunio. 

Ejemplo V2. Hallar el error absoluto en lo medición de la 
1, e. de una pla de cobrezine. porel modo de compercación 
vinculado con el error absoluto de la escala del puente de alambre 
Quart tn mla) «dí 6 la Indicación el puente dich para 
la pila normal (de Weston) ac =450 div, y para el circuito que 
se mide ac, m» 486 div 

Al determinar la . e. m. Ex de un cierto circuito desconocido 
por el método de compensación se utiliza la conocida fórmula 


Ex 


Epica. (v.5) 


donde Ew es la 1. e. m. de la pila normal, igual a 1,0183 V. Ha- 
llemos las derivadas 


9%, 1, 2 (EN) 
o O 
Sustituyendo estos valores de las derivadas en la fórmula (1V. 44). 


oblenemos la expresión para el error absoluto tnc-»p(E,) En la 
l.e. m. buscada 


toro (E) Ex [ag tor so (0cs enc lao]. (V.7 


el circuito des» 
'mbre y Cursor, 


Puesto que la medición para la pla normal y y 
«conocido se ha realizado en un mismo puente de 
tendremos que 


10). 


Sustituyendo los valores numéricos en la fórmula (V.7), 
hallamos 


oscar (E) = 1.0183 [+1 +3 1] =4:6- 107 Vo 


hue. ap cz) = te 


La magnitud obtenida de tae. ap(Es) indica que la precisión de 
la lectura por la escala del puente de alambre y cursor de medida 


15 


tuec.apla) = 1 div da lugar a una indeterminación en la Í. e. m. 
medida 


E, 


1,100. 


E 
1.018s LE 


aproximadamente de 0,005 V. De aquí se deduce que la precisión 
limitada del puente de alambre y cursor no permite medir la mag- 
nitud de la £ e. m, igual aproximadamente a 1 V, con un error 
menor que 0,005 V. 

Consideración de los errores sistemáticos. En esta sección nos 
limitaremos a valorar la influencia de los errores sistemáticos 
insuperables de aparatos sobre el resultado final de las medicio- 
Mes, suponiendo, que se conocen tanto Su fuente como su mag: 
nitud. 

Si el error sistemático es bastante menor que la magnilud que 
se mide, la influencia de los errores sistemáticos de los argumen 
dos sobre el resultado finai, en el caso general de mediciones in- 
directas, para una función de varios argumentos se puede valorar 
por la fórmula (1V. 44) 

Veamos los ejemplos, 

Ejemplo V.3: Supongamos que en as condiciones de ejemplo 
V. la resistencia patrón R no se conoce exactamente, además, el 
error absoluto eri su magnitud es igual a 0. ohmio. Este error 
entrará de igual modó en los resuitacos de todas las mediciones 
con el valor dado de la resistencia partón, y. por lo tanto, se lo 
puede considerar sistemático, Hay que valorar la influencia de este 
Error sistemático en el resultado de la medición de la resistencia 


W, así como, teniendo en cuenta los resultados del eempio (Y. De 
calcular el error absoluto total 4(W). Utilizando la fórmula (V. 3) 
hallamos el valor de la derivada 

E wa 


De aquí, mediante la fórmula (IV. 44) obtendremos 
e 0) == 0, (2) E 0,1 =0,174 ohimio. 
El error absoluto total A(W) en el valor de la resistencia medida, 
al utilizar el resultado del ejemplo (V. 1), será 
AV) = tac o(W) + tan( 1) =0751 40.174 =0925 ohmlo. 
De este modo, la indeterminación en la magnitud de W, debida 
a la inexactitud de la escala del puente de alambre y cursor de me: 


dida y el eror sistemático en la magnitud de la resistencia patrón, 
es aproximadamente de 0.9 ohmio, lo que se puede escribir así 


W = 174009 ohmios. 


ES 


En este caso, el error sistemático en la magnitud de la resistencia 
patrón cua(R)— 0.1 ohmio de Jugar sólo un pequeño crecimiento 
del error en la magnitud de W que se determina. Si en adelante 
hay que realizar un cálculo cualquiera, será necesario tener en 
cuenta que en la magnitud de la resistencia Y prácticamente son 
exactas (verdaderas) sólo las cifras significativas enteras. 

Ejemplo V.4. Supongamos ahora que en las condiciones del 
ejemplo anterior eu(R)= 1 obmio, Por lo tanto 


ta (07) = 12 


(R)=3 .1=1,74 ohmios. 


ea 


El error absoluto total en la resistencia W, en este caso será 
igual a : 


A(W) =0,751 4 1,74 =2491 ohmios, 


es decir, prácticamente 3 ohmios, de donde 
W = 174 +3 ohmios. 


De este modo, el error sistemático en la resistencia patrón 
am(R) = | ohmio conduce a un crecimiento considerable del error 
en la magnitud de la resistencia W y ya la tercera cifra significa- 
tiva tiene un error de magnitud considerable. 

Por último, veamos tn ejemplo algo más complejo. 

Ejemplo V.5. Supongamos que se necesita calcular el calor 
de evaporación ), del agua. Les tensiones de vapor medidas son 
iguales a: para 35%C p=422 mm, y para 45'C p=71,9 mm 

or la fórmula de Clapeyron — Clausios: 


podemos hallar el valor medio de 2 para el intervalo de tempera 
turas dado, Respóndase a las siguientes preguntas: 

1) ¿cuáles son los errores de las magnitudes iniciales?; 

2) ¿cuál es el error absoluto y el relativo de 22; 

3) ¿cuántas cifras exactas (verdaderas) contiene 42; 

3) ¿con qué exactitud se pueden tomar las magnitudes inicia: 
les para que, por un lado, no disminuya la exactitud de A, y, por 
tro, no se recargue el cálculo con cifras innecesarias”; 
in ¿guánls iras sgrificaivs hay que tomar en os cfulos 
intermedios?; 

6) ¿cuál es la magnitud que influye principalmente en el error 
de » y Sómo se puede disminuir este error? 

No detallaremos las fuentes de los errores. Suponemos que los 
errores tienen un carácter no aleatorio (previsto), 

“AY principio siempre es útil componer la tabla de los errores 
absolutos y relativos de las magnitudes iniciales. Supongamos 
que las presiones están medidas con la precisión de =0,1 mm, y 


7 


las temperaturas con la precisión de 40,7 (las temperaloras hay 
que lomarlas en “K) 


».=822=0.1 mm, po=71,9%0,1 mm, 
T¡=308.0x0,2'K, — T¿=318.002'K. 


Atlemás de esto, 
R — 1,8872 =50,00005 cal/mol- grad 
In x= lg x= (2,30258509 + 0,000000005) lg, x. 


De aquí se pueden hallar los errores absolutos y relativos de todas 
las magnitudes: 


ea=0L mm dy o 0 0,003=0,8%, 

E =0,8 mem dy 0.0015 0,15%, 
e =02, dE 0,0007 == 0,0796, 
e, =0, 8. = JE == 0.0007 == 0,07%, 


PO 
7 
eur 5107, dy O, 


Determinamos el error relativo límite de %. Para ello utilizamos 
la fórmula (1V.45): 


Mn%=lo 24 ln (ln 22) 410 7,4 ln 7, Im(7,— 7) 


mp5 107? callinol -grad, dy = 25:10 =2,5-10"3%, 


(2) 
ame, (Elm 
Sad sae aer ere vide o OS ES E 
A 
Day O + 0,4 br $ 05 
A 
a dd 045%; 


InZi 23001018 0,50; e 25% 099 


dr +bn=0,14%, bro EE 495; 


Dipa=2,5 + 1079 + 0,996 4 0,1496 + 49% = 5% 0,05, 
a 


Como era de esperar, el error más grande lo introduce la di 
ferencia de temperaturas. Este error se puede disminuir aumen- 
lando la precisión de la medición de la temperatura o ampliando 
el intervalo de temperatura (esto último hay que realizarlo con 
cuidado para no pasar los límites de la aplicación de la lórmula). 
Surge también un error considerable debido a la inexactitud de 
las mediciones de las presiones. 

Determinemos el número de cilras verdaderas de ». De acuerdo 
a la desigualdad 9 < 0,5-10"1 », tiene una cifra verdader 

Evidentemente, el error de R no tiene ninguna importancia, es 
decir, R se puede redondear, Si se toma R = 2, el error relativo 
de esta magnitud es igual a 


dy me 20 0,006=0,5%, 


es decir, tal redondeo es bastante grosero. Si se toma R = 1,99, el 
error relativo es igual a 


dy 22 0015 0.15%, 
Tal redondeo no introduce un error importante, 
Se puede redondear también la magnitud 1/M. Antes utiliza 
mos el Valor 2,303. Valoremos su error relativo 


0,0002 = 0.02%. 


, Semejante redondeo prácticamente no introduce un ercor en 
el resultado. 

Determinemos también la magnitud R/M que frecuentemente 
se encuentra en los cálculos físico-químicos. 

En la aproximación dada 


Lo 130:230= 458097 


Sn —= 015% + 002% 0,7%. 
Hallemos el número de ciltas exactas (verdaderas). Puesto 
E 00017 <05-10%, 
este número tiene 2 cilras exactas. Su error sbsoluto es Igual a 
tum = 458-0002 = 09. 
Si se loma R == 1987, su error relativo es 


Dl. 


dq E 0,0001 = 


En este caso, R/M=1,987-2,303 = 4576061. 3=001% + 
«+ 0,02% = 0.03% = 0.0004. Puesto que 0,0003. < 0,5-10% el mú- 


m 


mero de clíras exactas es igual a 3, El error absoluto e = 0,0015. 
Por o tanto, R/M = 4,5760 + 0.0015, 

Para nuestro 
exactas (verdaderas). Tod: 
cálculo, es suficiente tomar 
(conservando una cifra falsa): 

E) 
458-le pg 300308 8 0297.208-310 cal 
1 E e E 10 400 E, 


El error absoluto límite es 
ba == 10400 + 0,05 ss 500 cal/mol, 
2. == 10.400 500 cal/mol. 


Formalmente la magnitud A tiene 2 cifras exactas: 1 y 0, lo que 
contradice al valor de $ ==0, de donde se deduce que sólo una 
cifra será exacta. Sin embargo, este caso es exclusivo y se refiere 
Únicamente a los primeros números de cada orden (es decir, a los 
Números CUYOS Aim == Í, y m1 =0 Ó a un número pequeño), 

Basándonos en este ejemplo y en los anteriores podemos lor- 
mular algunas reglas prácticas: 

3) ontes del cáleulo se recomienda determinar los errores re- 
lativos de todas las magnitudes que entran en el cálculo y el má 
mero de cias exaetas en ell 

b) determinar el error relálivo y el número de cifras exactas 
del resultado; 

e) redondear todos los números de menera que la cantidad de 
cilras exactas en ellos sea una unidad superior a la cantidad de 
cifras exactas del resultado (para los números redondeados ln- 
correctamente consérvese una cifra falsa! 

d) en todas las magnitudes intermedias hay que tomar un nú- 
mero de cifras que superen en dos unidades el número de Cifras 
exactas del resultado, 

El número de cilras exsctas(verdaderas) se puedo determinar 
tanto por la desigualdad que afecta la fórmula (IV 19), como por 
la magnitud del error absoluto(se recomienda utilizar la delini+ 
ción | de la pág. 58). 

Las reglas ántes expuestas no son universales. Cuando en el 
cálculo entran números redondeados, que se pueden lomar con un 
grado de exactitud cualquiera o suficientemente grande, y es ne- 
cesarío hallar la diferencia de dos números próximos por su vel 
esos números se deben tomar con un gran número de cifras si 
icalivas para que el error de la diferencia sea bastante pequeño. 
En tales casos (por ejemplo, en los cálculos por el método de los 
cuadrados mínimos) en los cálculos intermedios aparecen números 
con una gran cantidad de cifras significativas. Pero, también en 
este caso el resultado final tiene, naturalmente, sólo un número 


e 


las magnitudes, que entran en el 
's también con dos cilras exactas 


imitado de cifras exactas, que determinan la exactitud de los datos 
inictales. 

Lamentablemente, en la teoría de los cálculos aproximados no 
existen reglas establecidas sólidamente con respecto al número de 
cilras significativas, que se deben considerar en los cálculos in- 
termedios. Por lo visto, en cada caso concreto este número hay que 
elegirlo de distinto modo. En los ejemplos dados en este capítulo 
yyen js siguientes. el lector oblende ana id sobre la cantidad 

cifras significativas con que se realizan los cálculos interme- 
dios en uno u otro caso. 


$ 2. Consideración de los errores accidentales 


En el párrafo anterior se demostró que la precisión limitada 
del aparalo de medida y la existencia de errores sistemáticos se 
puede considerar con el cálculo de los errores absolutos en la ma 
hitud que se mide por la fórmula (1V.44). Esta forma de conside 
rar esos factores ha sido posible porque ellos actúan constante: 
iuente, sin variar sustancialmente durante el ensayo, Para consi- 
derar los factores aleatorios hay que recurrir al modelo probable 
del proceso de mediciones y aplicar los métodos de la estadística 
matemática 

Puesto que la limitación de la precisión del aparato de medida 
y los errores sistemáticos restringen el número de cifras signifi 
calivas exactas en la magnitud que se mide, en los resultados de 
las mediciones directas de la magnitud x, así como en cualquiera 
de su función y == [(x) no tiene sentido escribic un número ex 
cesivo de cilras significativas. De acuerdo a esto, convendremos 
en escribir en las magnitudes x, y (asi como E e 6), o en otras 
magnitudes cualesquiera, calculadas de ellas, tantos cifras signili- 
callvas como se necesita en la magnitud del error absoluto lotal 
Ax) (o A(y)), determinado antes (véase la ecuación (V.2)). Sin 
embargo, cuando x, y u otras magnitudes calculadas de ellas, se 
utilizan como magnitudes de cálculo intermedias, para evitar 
errores de cálculo se recomienda dejar un número de cilras signifi- 
calivas mayor que el exigido por la regla anterior (vénse el pá- 
rralo anterior) 

¡gamente nos atendremos a la regla tocante al número de 
elfras significativas cuando y es una función de varios argumen- 
(os, 

"Mediciones directas. Supongamos que tenemos n magnitudes 
1. Xu, «+ Xx Oblenidas en las mediciones directas de una cierta 
magnitad lx. Si estas mediciones han sido efectuadas por un expe 
Timentador, en un mismo aparato utilizando análoga metodología 
e iguales condiciones iniciales, como regla, todas las mediciones 
Tendrán idéntica precisión, Generalmente, esto ocurre en las me- 
diciones fisico-quimicas. Por eso en adelante nos limitaremos a 
examinar sólo las mediciones de igual precisión. 


a 


La existencia de factores que actúan casualmente da lugar a 
que los resultados de las mediciones individuales sean magnitudes 
aleatorias, que oscilan alrededor de cierlo valor medio, es decir, 
de la magnitud aleatoria media general que se examina, que deler: 
minamos antes en el $ 2 del cap. 1. De aqui se deduce que la acción 
de los factores aleatorios sobre la magnitud que se mide se con» 
sidera, en principio, a base de dos problemas: 

1) hallar por los datos de las mediciones una cierta estima- 
ción óptima de la media general de la magnitud que se mide; 

2) determinar el grado de proximidad de esta estimación a la 
media general de la magnitud que Se mide, 

El segundo de los problemas enumerados es la estimación del 
error accidental. Ambos problemas pueden ser resucltos si supo 
memos que los resultados de las mediciones satisfacen la ley de 
distribución normal. Veamos cada uno de ellos por separado. 

1, Admitimos como esfimación de la media general de la mag- 
nitud que se mide a la media aritmética de las observaciones, des 
terminada por la fórmula (1.33), que escribimos nuevamente 


+3 


En estadistica matemática se demuestra que la media aritmé 
dica es un centro de dispersión con respecto al cual la suma 
los cuadrados de las desviaciones es minima. Por lo tanto, 
elección de la estimación en forma de media aritmética es óptima 
en el sentido de los cuadrados mínimos de las desviaciones. 

2. Convenimos en estimar el grado de proximidad de la media 
artímética a la media general por la magnitud del intervalo, cuyo 
centro es la media ariímélica. En este caso los limites del inter. 
valo los determinamos de manera que éste cubra con una probabl. 
lídad establecida la media general de la magnitud aleatoria que 
se mide, Denominaremos a este intervalo por intervalo confiden- 
clas y la probabilidad de que la media general caiga en él, por 
probabilidad fiducial, La designaremos por la letra a. 

La magnitud a determina el grado de certeza de que el inter» 
valo confidencial dado cubre realmente la media general de la 
magnitud aleatoria que se mide. La probabilidad fiducial debe ser 
dada por el experimentador en función del grado de certeza de- 
seado de la estimación, lo que se determina por los fines y planteos 
de la investigación experimental establecida. Generalmente la 
magritud de la probabilidad fiducal se de Igual a 0.6 (a veces 
también 0,975; 0,99, 0,999). 

El intervalo confidencial para la media general de la magnitud 
alcaloría que se mide según la probabilidad dada de caer en ¿l se 
puede construir mediante la magnitud aleatoria £ y la función de 
distribución de Student (véase el cap. 1), $ 2). Tomamos la distri. 


bución de Student puesto que el número de mediciones es liml- 
tado, 

Utilizamos la fórmula (125). que determina los límites del 
intervalo confidencial por la probabilidad dada de que la mogni: 
lud aleatoria x caiga en Él; Como tal tomemos la magnitud de 
Student £($) con T= n —! grados de libertad, donde n es el nú- 
mero de mediciones 

Pet < UDS hal = a. (v.9) 


A continuación ponemos en lugar de £(/) su valor según 1 
Ec. (11. 10), Obtenemos 


AS 


(v.10) 


drefesciviendo la desigunidad entre corchetes respecto de yu le 
remos 
PE— ha SA <A ia (EW a (Vo 11) 
La fórmula (V.11) expresa la probabilidad a de que el intervalo 
con extremos 
O) 
cubre la media general de la magnitud que se mide. Por lo tanto, 
este intervalo será precisamente cl intervalo confidencial buscado, 
que dotermina la certeza de la media aritmítica, como estimación 
deta medta general de la magnitud que se mide. A la magnitud 
PA 


al 5 mia (2 mt), (12 


es decir, a la mitad del intervalo confidencial la ilamaremos error 
sccidenial, La magnitud fi, (/) paro el número dado de grados 
de libertad f=n— 1 y la probabilidad « se halla mediante la 
tabla 2 del "Suplemento" 

Teniendo en cuenta sólo el error accidental el resultado de las 
mediciones de una cierta magnitud x hay que escribirlo ast; 


Mso=2 50-02. (13) 


Mediciones indirectas de la función de un argumento. Supon- 
gamos que se mide directamente la magnitud aleatoría x, y al ex: 
jerimentador le interesa una cierta función [(x) conocida suya. SÍ 
Fa tunción es lineal. este caso no se diferenciará en nada del exa 
minado en la parte anterior. Si la dependencia funcional es no ll. 
neal, en el caso general el análisis estadístico riguroso ofre 
;randes dificultades de eálculo, Esto se debe a que para la distri 

jmento la ley de distribución de la función 
se dilerenci y toda vez requiere buscarla 
para cada ley de distribución dada del argumento, 


ritt(0=tet, 


Sin embargo, el caso estudiado no se dilerenciará en nada del 
examinado en la parte anterior, si se introduce la hipótesis simpli- 
ficadora de que en pequeños intervalos de variación del argumento 
normalmente distribuido la función de este argumento también 
obedece a la ley de distribución normal. Mediante tal hipótesis se 
pueden oblener resultados completamente admisibles para lines 
prácticos y, al mismo tiempo, evitar la considerable complicación 
de los cálculos, que aparecen al resolver exactamente el problema 
y que dan, en realidad, sólo pequeñas correcciones a las magnitu- 
des de los.errores accidentales, hallados por el método simplifi 
cado. 

Supongamos que xi, xa, .... xa Son los resultados de n medi- 
ciones de la magnitud aleatoria x. En tal caso, para cada x, Se 
puede hallar el respectivo valor de y, calcular la magnitud de la 
media arílmética 7 y la dispersión muestral s*(y). A continuación, 
aplicando el método análogo al utilizado en la parte anterior, para 
la magnitud del error accidental ece(9) se puede obiencr la ex- 
presión 


(v.14) 


dende fs 11 05 el número de grados de libertad de la dispr- 
sión sky). 

Al considerar sólo el error accidental el resultado de las medi. 
ciones de la función, en tal caso, se puede escribir asi 


rial Fa (v.15) 


Si f(x) es una función bastante compleja y el cálculo repetido 
de la magnitud y, según el valor correspondiente de x, es dilic 
loso, se recomienda determinar, al principio, las magnitudes £ y 
sex) por las mediciones dadas de xi, xa. .... Xa, y luego calcular- 
las una vez de acuerdo a las magnitudes Y y s(y) mediante las 
fórmulas aproximadas (1.34) y (1.48) 


I= 15, 
s09=/22|_ 50 


Mediciones Indirectas de la función de más de un argumento. 
Supongamos que tenemos conocida la función de unos cuantos 
argumentos Y == Jl: » xa); ademés, las magnitudes 
Xp Ya .... xa se miden directamente en el ensayo. Este es un 
ejemplo de mediciones indirectas en el caso más general. Un aná- 
lisis estadistico riguroso del error accidental, como en la parte 
anterior, requiere la búsqueda de la ley de distribución de la fun- 
ción conforme a una ley de distribución conocida de los argumen- 
tos(supuestos, por ejemplo, normales para un número grande de 


. 


mediciones, y de Student pars un número limitado). En el caso 
ceneral la resolución de tal problema presente grandes dificulta: 
des de cálculo. Por eso, la estimación rigurosa del error en esto 
prácticamente es vana. Por lo cual, utilizamos el 
ido, que facilita considerablemente los cálculos, 
y al mismo iempo da una estimación del eror accidental sl 
cientemente satisfactorio y aplicable para lines prácticos 
<Introduzcamos las siguientes suposiciones 

Y Las magnitudes aleatorias Xi, xy. -.., 4 Son independientes. 

2 En pequeños intervalos de variación de los argumentos la 
función y está normalmente distribu 

3. La dispersión muestral de la magi 
rrespondiente general, es decir. 


sd =D. 
Aplicando estas hipótesis el análisis del error accidental se 


reduce a lo siguiente: 
Mediante la lórmula apcoximada (1.34) hallamos la magnitud 


Pido. Ah 
donde Fi, Fx... , Fa son las medias aritméticas de los respectivos 


argumentos "A 'somtinuación por la fórmula (1.48) estimamos 
la dispersión muestral 


so di 


9 es igual a la co- 


IC] 


y de acuerdo a la suposi 
sión general 0*(5) 
Las suposiciones o hipótesis introducidas permiten escribir 


toce(y)= Usas (9) (v. 16) 


in 3 la consideramos igual a la disper- 


para la magnitud del error accidental, dondo U;_. es una magní- 
lud determinada por la función de distribución normal para la 
probalalidad Hducial a. Esta magnitud se puede halos en la 
tabla 2 del “Suplemento”. Los valores de U¡- llenan las líneas de 
esta tabla correspondiente a f = co, puesto que para un número 
infinitamente grande de grados Ce libertad la función de distri 
bución de Student, mediante la cual se ha compuesto esta tabla, 
pasa ala función de distribución normal (vénse el cap. 1 $2). SÍ 
Somo es habitual se toma la magnitud de la probabilidad iducial 
/95, mediante la tabla 2 del “Suplemento” se puede hallar 
Vas =196= 2. La expresión para el error accidental 
(1.16) se convierte en 


taccly) = 2519). (vam 
s 


Puesto que para calcular el error accidental siempre utilizare» 
mos la probabilidad fiducial óptima de 95%, en el caso general 
examinado de las mediciones indirectas de la función de k argu 
mentos el resultado de las mediciones al considerar sólo el error 
accidental lo escribimos en la forma elemental 


Y 7053). (V.18) 


$ 3. Estimación del error total de las mediciones. 
Ejemplos. 


A continuación veamos una serie de jemplos que ilustran el 
cálculo del error accidental y el error total de las mediciones. 
Ejemplo V.6. Se ha medido la longitud L con un microscopio 
medidor, con divisiones de 0,01 mm en la escala del tambor, La 
lectura por la escala del tambor se efectúa a ojo con precisión 
de hasta 0,1 del intervalo de la escala, es decir, tue sp(L) =n 
== 0,001 min. Se han medido cinco veces (1 s= 5) y se Mn oble- 
mido los siguientes valores de L en mm: 6,191; 6,215; 6,228; 6,200 
y 6217. Delerminar por las mediciones dadas el valor de la lon- 
itud que se mide, estimar el error accidental y el total de las mo- 
ciones, suponiendo que no existen errores sistemáticos de las 
mediciones. 
s magnitudes E y s*(L) se calculan mediante los datos dados 
enla table L: 


most | 09000 | operas 


Temo] ya 107 


De aquí hallamos 
5(L)=V 2.16 10=1,465- 107. 

Tomando para la probabilidad fiducial el valor a == 0.5, por la 
tabla 2 del “Suplemento” hallamos facs(4) = 2.7764, De aqui, por 
la fórmula (V. 12) obtenemos para el error accidental 

ma tica (f5dL) _ 27-165: 107 y gp 1g01 
y rr 1,82-107 mmm. 
El error total e(L) será igual a 

HL) == tus ao(L) + tace(L) == 0.001 + 0.018 == 0.019 mm. 
El resultado de las mediciones de la longitud será 

L= 6,210 4:0.019 mm. 

La magnitud del error total de las mediciones indica que la» 
milésimas partes de la longitud medida son lalsas, y las centési- 
mas tienen indeterminación aproximadamente en dos unidades, es 


decir, el resultado final de las mediciones es más correcto escrl- 
birlos 


Lo 6215002 mm. 


Ejemplo V.7. La capacitancia eléctrica de la célula utilizada 
para medir la Conductancia por el circuito de compensación se 
determinó mediante un puente de alambre y cursor, cuyo error 
de escala es de | div. Se han obtenido las siguientes Indicacio: 
nes a del puente de alambre y cursor para 0.1. N de la solución 

k 1 una resistencia patrón 
eléctrica de la célula C, 


estimar los errores act 
la resistencia patrón ms(R) == Ó,1 ohr 

La capacitancia eléctrica de la célula C se calcula por la co- 
nocida fórmula 


Can, (V.19) 
donde x= 1,28560-10?02.cnv! es la conductibilidad eléctrica 
de 0.1 N de la solución de KCI a 25*C (lo consideramos una mag+ 
rilud exacta), y W es la resistencia de la solución que se mide, 
calculada de lss indicaciones del puente de alambre y cursor por 
la fórmula. 

(v.20) 


es decir, 
(m2) 


Antes que nada vamos a hallar el error absoluto de la capaci- 
tancia eléctrica de la célula que se mide, dependiente del error de 
la escala de medición del puente de alambre y cursor. 


e 


Dela Ec. (V.21) se deduce 


e_ 
Lor (v.22) 
De donde, utilizando la fórmula (1V. 44), hallamos 
tas op (C)= EE > LO'ea apa). (v.23) 
Sustituyendo aqui los valores numéricos de x= 1.28360< 
Xx 10% Q-.cr R =20 ohmios, a == 6 == 524,4 div (vénse la ta» 
bla 2), tac. 1 div, obtenemos. 


Pos 00) A 9 4107 om, 


A continuación determinemos el error absoluto de la capact- 
lancia que se mide, relacionada con el error sistemático de la te- 


Tabla 2 
[a m-=.] ”. | me [ (uty 
¿[ss le] mer ] omo | omo 
[22] | -9m] ques 
E O 
O 
3 | 2 [ 207 [ oc [ ono 

emo] [em] meo 
sistencia patrón: ca(R)=01 otimio. Utilizando la fórmula 


(V.21), hallamos la derivada 


E (v.24 
De aquí, mediante la fórmula (IV, 44), obtenemos 
tn) DOS (Ro. (v.25) 
Sustituyendo en esta fórmula los valores numéricos 
1 = 1,28560-10 QA cnr!, a == á == 5244 div, 
t(R) =0,1 ohmio, 
hallamos 
29560. 1072-4788 [e 
AA 1,17 107 ca, 


De este modo, el error absoluto total en La magnitud de la capa- 
citancia de la célula C es igual a 


AC) mu 9,4+ 10 + 11,7-10 == 21,1-10* =2,11 +10 em. 
Ahora hallamos la magnitud € y estimamos el erro 
tacc(C). En la labia 2 se da el cálculo de la magnitud 
y SE(W) == 8707-10, es decir, s(W)=V 8,707 - 10=2,951+107 ' 

Utilizando las fórmulas 
Cr (v.28) 
(0) =»s(W), E) 

obtenemos 


€ = 1,28560-107-18,1406 = 0,23321 cm 


y 


S(C) == 1,28560-10-2.2,951-10- == 3,794-10 em”. 


:ulamos a continuación la magnitud del error accidental 
por la lórmula, que en este caso tiene la forma. 


tcelC) o Ema HO, (v.28) 


donde J == n —1 == 4, para la probabilidad fiducial a = 095, Por 
la tabla 2 del “Suplemento” hallamos toys (4) 2,7764. Sustiluyen- 
do los valores numéricos en la fórmula (V. 28), obtenemos 


4,7110 cm” 


El error total de la magnitud C resulta igual a 
PAC) =2,1-10% 4 4,7.10%= 68-109 = 7-10 cnt. 
El cosultado final será 
C 0,233 + 0.007 em 
La magnitud obtenida del error indica que en el vaior medido 
de la capacitancia de la célula la tercera cifra signifi 
una indeterminación aproximadamente de 7 ut 
met 
Ejemplo V.8. Mediante la cólula, cuya capacitanc 


se deter. 
minó en el ejemplo V.7, se ha medido la constante de disociación 
del ácido fórmico con dilución V == 1004 1/g-equiv (en este ejem: 


plo Y se considera una magnitud exacia) y resistencia patrón 
 = 500 ohmios. En este caso, se han obtenido las siguientes in- 
dicaciones a del puente de alambre y cursor: 516; 522, 519: SÍ9 y 
518 div. Hay que hallar la constante de disociación del ácido fér- 
mico y estimar el error de su determinación, si la precisión del 
puente de alambre y cursor de medida tac sp(a) =1 div, y el 
rror sistemático de la resistencia palrón ems(1) = 1 ohmio. 


Deducimos al principio las correlaciones necesarias. 
Se sabe que la constante de disociación k de un ácido débil se 
determina por la ley de dilución de Ostwald 


(v.29) 


donde a es el grado de disociación del ácido para la dilución Y, 
que a su vez se determina por la fórmula 


ES A: 
Cdra (v.30) 
en donde 
rr V-10> (vn) 


es la conductancia equivalente para la dilución Y, y Au cs la 
misma magnitud para una dilución infinita (para el ácido fórmico 
As = 4,043-10%, para simplificar los cálculos la consideramos una 
magnitud exacta) e es la conductanca especifica de la “lución 
de Ácido para la dilución Y. 

La magnitud de x se determú 
lución que se mide por la fórmula 


¿E va) 

donde € es la capacitancia de la célula utilizada. La resistencia W 

de la solución eslá relacionada con las indicaciones del puente de 
alambre y cursor a por la lórmula 

M=r Dz, (v.33) 


de la resistencia 1 de la so- 


De este modo, determinando directamente en el ensayo la 4 
dicación a del puente de alambre y cursor para la solución ácida, 
mediante la hilera de ¡gualdades (V. 29) —(V. 33) se puede hallar 

inte de disociación buscada del ácido para la dilución 


para determi 


ar Jos errors abzolulos tus ap) y an(8) 


Utilizando la fó:mula (V.29) hallamos la derivada 
ria (v.ss) 


o, si se desprecian las magnitudes infinitésimas de segundo ar- 
den (a< 1), 


H- (v.35) 


Por lo tanto, el error absoluto tc. mp(k) se expresa por el error 
absoluto tac. ap (a) con la fórmula 


tuscsp (0), (V.36) 


A continuación, utilizando las fórmulas (V. 30) y (V.31), ex 
presamos el ercor absoluto tac ea) por el error absoluto 
sc. op(x)- Para ello calculamos la derivada 


A wan 
de donde 
E ota) (1.38) 


Poniendo la Ec. (V.38) en la (V.38), expresamos tene. ap(*) 
POC tac op) 
A 


Ez Et ao (1.99) 


tac 


Utilizando la fórmula (V. 32) expresamos ahora el error abso- 
luto tosc. ap(x) por los errores absolutos te. op(C) Y tere. ap(W). 
Calculamos las derivadas 


(v.40) 
De donde 
terca 0) tc so (CIA rt o M0) (VD) 
Utilizando la Ec. (V.33) expresamos tec. ap( 1) pOr tone sp(2) 
teo 0) EE o a a). (v.42) 
Por lo tanto, la Ec. (V.41) se puede escribir así 
00 =p tee (0) ir E ac a (do (49) 
Introduciendo la Ec. (V. 43) en la (V.39), obtenemos 
toc) E [e 10 (099 rs ola] (1-44) 
Anólogamente para eu.(k) se puede obiener la expresión 
bl [euro FRI]. (V.45) 
Sumando (V. 44) y (V.45) obtenemos la fórmula final para el 


cálculo del error absoluto total en la magnitud de la constante 
de disociación 


ton 


Dedocimos ahora la fórmula para deteminae la dispersión de 
la consant de disiaión, 
Uiliando la úrmula (V.35), tetremos 
+ ER (v.47 


o, despreciando los términos infi 


tésimos de órdenes superiores 


(V.48) 
De aquí hallamos para la dispersión media cuadrática 
ON (V.40) 
De la fórmula (V. 37) obtenemos 
EA 
(a (v.50) 
por lo tanto, 
ON (v.51) 
Reuniendo las Ecs. (V.51) y (V.49), hallamos 
0 a, (v.52) 


Ulilizando la Ec. (V.40) para las deri 
sión para la dispersión 


AN (v.53) 


0, oblenemos la expre- 


Por lo tanto, finalmente tendremos 


Elan + RPM]. 0.50 


Las fórmulas (V.46) y (V.54) dan las expresiones necesarias 
para estimar el error total por los datos experimentales. 
Veamos ahora los cálculos numéricos. 


Luego, por la fórmola (V.31) determinamos 
Ay =V - 10%= 108,4 + 10*-5,02853- 10 
u 


5,01854 +10, 


Tabla 9 


aloe [malo Y 
2] ost | e] os | 4520 
2 | 5 | ss | is 1 tia 
3 | 5 | os | sa | 08 
0 E 

5] ome | | ems | Frios 
3| ma 00 
Amoles Dedo 77s 


y por la fórmula (V. 30) 
A 
Mediante estas magnitudes por la fórmula (V. 29) hallamos 
paar 
17 12-107) 


A gonlinuación poniendo cola fórmula (Y. 45).0 = 4 = 5188, 
R == 500 ohmios, € == € == 0,2332) cm, == 1D sa 469,774 oh 
107, Aa 4043-10, BC) = 211 X 


EI, 
Tian 07 aa 


A A 


Ah) 


xt (e! + 
0,82336(4,55 - 107* 4- 3,02 - 107") =0,82336 -7,57 + 10%= 
08-107, 


Calculamos seguidamente la magnitud del error accidental. 
Del ejemplo (V.7) tomamos s(C)=3,794-10 De aquí s*(C)= 


(0 


Sustituyendo los correspondientes valores muméricos en la fór- 
mula (V.54). hallamos 


EE 


“017079 pop X 
[2aTO- 10, 100521) 22086: e 
Xt AO, 


De aqui 
56) = V TB 10 7 ==3,620- 107% 


y para el eror accidental en la magnitud de la constante de diso- 
¿tación por la fórmula (V. 17) obtenemos 
daccl) == 25(E) == 2:2.620-10 == 7,240-10%, 
¿E error total delas mesciones de la constante de disociación 
ser 


eh) == AÍR) de tac(k) == 623-104 7,24:10 4 = 1347-10, 


De este modo, el resultado de las mediciones de la constante de 
disociación del ácido fórmico hay que escribirlo en la formas 


== (1,775 0,13)-10% 


La magnitud obtenida del error total de las mediciones de- 
muestra que en el valor hallado de la constante de disociación 
del ácido fórmico la segunda cifra significaliva después de la 
coma es Íalsa, y Ta primera tiene una indeterminación de una unl- 
dad, es decir, finalmente 


h= (18 0.1)-10%, 


Ejemplo V.9. Al determinar la Lem. de una pila de cobre-zinc 
se han obtenido las indicaciones del puente de alambre y cursor 
ac(W) =452; 453; 460, 450 y 457 para el circullo de la pila 
normal y ac(x) sa 483, 489, 486: 488 y 483 para el circuito:cuyo 
Lem. hay que determinar. Hallar la Lem. de la pila de cobre-zinc 
y estimar el error de su determinación, si el error absoluto deda 
*scala del puente de medida pee. »p(ac) = 1 div, Se supone que no 
existen errores sistemáticos de mediciones, 

La fórmula para determinar el error absoluto de la Lem. que 
se mide en función del error de lectara por la escala de medida 
del puente de alambre y cursor se dedujo en el ejemplo V.2, En 
dl se Malló su magnitud por los datos del presente ejemplo 


tacan(Es) =46-102 Y. 


Ahora hallamos la media aritmética de la Lem que se mide 

y calculamos su error accidental Por los valores de ác(x)= 
=4858 y actW) = 4504 (véase la tubla 4), hallamos 

Eo) 


E 


¿] eun Juun-=] aer! 
le 20 
118 de 
312 se 
31 e ale 
a 1ES 
2] e | no 
E AT sleclali=770 


Utilizando los valores de las derivadas (V.6) y la fórmula 
(1.48), hatlaros la expresión para la dispersión 


¿la ER]. (vs 


En la tabla 4 están calculados los valores de s*(ac(W)] = 5,30 
y ace) == 7.0, de donde 


PcTe] LUCE $8 1.060, 
AT EE 1 50, 


Sustituyendo estos valores, así como las magnitudes 22(]= 
= 4858 y ac(W) = 450,4 en la fórmula (V. 55) obtenemos 


141752 + 107, 


Por lo tamo 


s(E,) =9,766-109 Y 
y para la magnitud del error accidental tenemos (véase la Tór- 


mula (V.17)) 


tucelEs) =25(E4) = 7,532-107 Vo 


Ahora estimamos la magnitud del error total de las medicio- 
nes 
ES — toc (Ec) + esc (B)= 4.5107 +7,5-102 


= 121-103 Vo 


El resultado será 
Es 10080012 Vo 
La magnitud obtenida del error total indica que la tercera 


cilra decimal en la magnitud medida de la Le, m. es falsa, y la 
segunda tiene una indeterminación aproximadamente de una uni» 


dad, es decir, 
Es=1,10%001 V. 


En conclusión, cabe hacer motar que en todos los ejemplos 
examinados el ertor accidental ha sido del mismo orden que 3. 
Esto no significa la alta clase de las mediciones, Sino sólo denota 
que la constancia de las 

clase de precisión de los a 


CAPITULO VI 


ANALISIS DE REGRESION 


En cste capitulo se examinará el tratamiento de la» mediciones 
de una dependencia funcional líneal elemental, 

En la quimica física se tropieza con bastante frecuencia cow 
la dependencia funcional lineal entre las distintas magnitud 
Asi, en determinadas condiciones son líneales las dependenci 
entre el logaritmo de la pu por de una sustancia y 
temperatura inversa, el logaritmo de la constante de equilibrio de 
tna reacción y la temperatura inversa, ele. En este caso, los pará 
metros de las dependencias funci íneales determinan 1 
portantes magnitudes físico-químicas, tales, por ejemplo, como el 
calor de vaporización, la entalpía y la entropía de la reacción, etc. 

/ tratar las dependencias funcionales lineales nos interesarán 
los siguientes problemas 
1. Estimación de las magnitudes de los pas 
dependencia funcional y las correspondientes ma 
uimicas, 

2. Verificación de la hipótesis de linealidad de una dependen 
cia funcion 

3. Estimación del error accidental para los parámetros de una 

Tuncional y las correspondientes magnitudes físico- 


tros de una 
itudes fisico» 


guímicas. 
ind oración dl intervalo de confianza para la función que se 
investiga. 

La solución de estos problemas a base de mediciones experi. 
mentales con aplicación del método de los cuadrados minimos y os 


métodos de la estadística matemática lleva el nombre de ondlisis 
de regresión, el que puede ser generalizado paca el tratamiento 
de cualquier dependencia fuacional, lineal con respecto a los pará» 
metros, 

En un esquema elemental del análisis de regresión no se tienen 
en cuenta los errores en los parámetros de la dependencia fun: 
cional, vinculados con la precisión limitada de la medición del 
argumento y la función, así como, en general los errores sistemáll- 
«os, Por eso, los errores en los parámetros medidos y las corres- 
pondientes magnitudes físico-químicas en realidad pueden ser 
mayores que los que resultan de las iórmulas dadas más adelante. 


PS » 


El análisis de regresión se basa en las siguientes admisiones: 
1) para ceda yalor del argumento las ordenadas de la función 
están distribuidas normalmente; 
2) las ordenadas de la función pera distintos valores del argu- 
mento son estadisticamente independientes; 
3) el error accidental al medir el argumento es bastante menor 
que el error accidental al medir la ordenada de la fanción. 
Introduzcamos las siguientes designaciones: 
a Bn los valores generales de los parámeros de una dependen- 
cia lineal; 
a, b son sus estimaciones, halladas por el método de los cuadrados 
mínimos; 
yy 5 ol valor general de a funció; 
es su estimación, bienida por el método de los cuadrados mi 
nimos; 
y es el valor medido de la ordenada de la función; 
es el argumento de la función; 
1 es el subíndice que enumera los valores sucesivos del argumento 
y sus correspondientes ordenadas dela función (sm, 2... 
my es el núámero de ordenadas medidas de la función en el iésimo 
punto del argumento; 
y es el subíndice, que diferencia las mediciones individuales de 
lus ordenada en cada fimo punto del argumento (ym 1,2, 
20. 1) 5), 


dm] En (vi. 


es la media aritmética de las ordenadas medidas de la función en 
simo punto del argumento; 


A 
2d 0 (v1.2) 


es la dispersión muestral de la ¡-ésima ordenada de la función 
que se mido, que en adelante llamaremos dispersión de reprodue- 

lad. 

El esquema del análisis de regresión depende de que sean las 
dispersiones de reproductiblidad” (VI. 2), para todos los valores 
del argumento, magnitudes homogéneas (véase más adelante) De 
aquí la etapa previa del análisis de regresión debe ser la verifiga- 
ción de la homogeneidad de las dispersiones de reproductibilidad 
de las ordenadas de la función que se mide para todos los valores 
del argumento. 


$ 1. Verificación de la homogeneidad 
de las disperslones de reproductibilidad 
de las ordenadas de la función que se mide 


Las dispersiones de reproductibilidad de las ordenadas de la 
tonción que se mide serán magnitudes homogéneas, sl para 4 dis- 
persiones (VI. 2) : 

SN) (via) 


jara todos los valores del argumento, con los cuales se realizaron 
las mediciones, se satisface la Igualdad de las correspondientes 
dispersiones generales: 


E) m9) = 01). (VIA) 


El sistema de ¡gualdades (VI. 4) es la formulación matemática 
de la hipótesis, que es necesario estimar a base de los valores ex- 
perimentales de st(y,) en todos los puntos medidos. Esta estima- 
Ción se realiza mediante el crilerio de Barilett (si el número de 
mediciones de Las ordenadas para distintos x, es diferente) o me: 
diante el criterio de Kokren (si el número de mediciones para to- 
¿dos los xi es el mismo que Mi == Ma. 0 pm 0), 

Criterio de Bartlett. Designemos el número de grados de líber- 
tad de las dispersiones $*(41), SH(45), -... S*(95) pOr fu lo. ++: 
respectivamente, y establecemos la dispersión media “suspendida 


O) 


0 


que posee 
0=31=20-1=Pmu—-k 
grados de libertad. 


Bartlett demostró que si la hipótesis estadistica, representada 
por el sistema de igualdades (VI.4), e cierta, la magrltud 


a ( O) Ence), mA) 
donde , 
ñ 
+ (27-1) (ver 


obedece a la distribución 2 (véase el cap. 1. $3) con el mimero 
de grados de liberlad Al, sl cada una de les /,>2 En tal 
caso, de acuerdo a la teoría general la estimación de la hipótesis 
de se verlica Se puede obleher, sl se establece que Jo magnilid 
Br clcuiada mediante la Sórila (1-6) por los datos expe 
males, obedese ala ley de disiritución y. Ln resolución de este 


“ » 


roblema consiste en comparar la magnitud Bp con el valor 
jabular x3(£— 1) para el nivel de significación del criterio P y el 
rúmero de grados de libertad 4 —1. En este caso, si 


Boy <A IM. (v1.8) 


se acepta la hipótesis que se veril 


-a. Si, por el contrario, 
Ba > GU!) via 


la hipótesis hay que considerarla incompatible con los datos expe- 
rimentales obtenidos. Las magnitudes de x3(*— 1) para los valo: 
res establecidos de $ y f=%— l están dadas en la tabla 3 del 
“Suplemento”. 

Í la aplicación del criterio de Bartlett demuestra que las dis. 
perslones s*(yi), s*(ga),.-., S"(Y1) son homogéneas, la dispersión 
(VI. 5) será la estimación general de la dispersión de reproducii- 
bilidad de las ordenadas de la función que se mide con [(1) == 
== E m—k grados de libertad. 


Criterio de Kokren. Este criterio está basado en la distribución 
¿de la magnitud aleatoria 


EAT 


PAP (VI. 10) 


(4) es la máxima de las dispersiones comparables, 
cada una de las cuales tiene n —I-simo grado de libertad, 1 
función de distribución ela magnitud aleatoria 6 depende sólo de 
AI y del. 

La formulación de la hipótesis que se estima y su verificación 
basándose en los datos experimentales son análogas a las descri- 
tas en la parte anterior. De acuerdo a esío, si 


Goy < Gpln— 1, h), (VI) 


donde $ es el nivel de significación del criterio, se admite la hipó- 
tesis de homogeneidad de las dispersiones (VI. 3). SÍ, por el con- 
trario, 


Oy > Gn — 


NON (vL12) 


se desprecia. Las magnitudes de Gg(n — 1, 4) para los niveles de 
significación 0.05 y 0.01 y las magnitudes de n—1(l, 2. ..;, 00), 
K(2, 3, .... 00) están dadas en la tabla 5 del “Suplemento”. 

¡illa aplicación del criterio de Kokren demuestra que las dis 
persiones (VI. 3) son homogéneas, la dispersión s'(1) (VI.5) será 


10 


la estimación general de la rproductbiidad delas mediciones ex 
porimentles dela función en ola y es una media citmáico de 
jas dispersiones de la reproductibilidad de las orden: 

los puntos medidos 


Dr) 120) Dr 
"AAA 0 
El número de grados de libert 


de la dispersión s*(1) (VI 19) 
en este caso será J(1)= kn — 


Para los cálculos prácticos, las fórmulas (VI. 10) y (VI.13) 
conviene transformarlas del siguiente modo; 


TT Y tn ss Etna 


PA 


E) Y 20 
(VI. 14) 
20 Y 3-1 
sm «A (VI. 15) 


's fórmulas (VI. 14) y (VI.15) simplilican algo los cálculos, 
ya que evitan una operación superilua, es decir, el cálculo directo 
¿e las propias dispersiones s* (4). 


$ 2. Análisis de regresión para -la homogeneidad 
de las dispersiones de reproductibilidad 
de las ordenadas de la función que se mide 


Planteamiento del problema, Escribamos la dependencia bus- 
cada en la forma 
n=a+pr (VL15) 


y la Marsaremos dependencia teórica. Según los resultados de las 
Observaciones Yi. para los valores establecidos de los argumentos 
Xu hay que determinar las estimaciones a y b de los parámetros 
Eeneralea u y 6, de manera que l suma de os cusdrados de las 

<viaciones de los puntos experimentales E, con respecto a la de- 
pendencia empirica (regresión directa) 


Y=a+bx UNT) 
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sea mínima. En esto caso hay que estimar la hipótesis de la li- 
nealidad de la dependencia que se estudia, calcular los errores 
accidentales en los parámetros a y $ y construir el intervalo de 
confianza (corredor de errores) para la fuación y. 

Si las magnitudes fisico-químicas que interesan a! investigador 
se obtienen de los parámetros a y $ mediante el cálculo, el anáiisis 
lay que completario con el cálculo de los errores accidentales para. 
las magnitudes calculadas. 

Para simplificar el esquema de cálculo del análisis de re- 
gresión. en lugar de la (VI.17) la dependencia funcional entro 
variables conviene escribirla en la forma 


P=0+b (7, (VL 18) 


donde 


(VI 19) 


es la media suspendida de los valores del argumento x,. La fór- 
mula (VI. 19) e squivalente ala fórmula (VÍ 17), aunque se dl 
Terencia en que el origen de coordenadas eslá irasladado al punto 
Z, deferminado por la fórmula (VI. 19) 

“A la dependencia empírica (VI. 18) corresponde la dependencia 


n= a+ olx). (V1.20) 


donde as y o son los correspondientes parámetros generales. 

Evidentemente, si los parámetros as y bo están determinados, 
se puede hallar fácilmente los correspondientes parámetros a y 0 
de la dependencia funcional buscada (VI.17), puesto que Ígua- 
lando (VI.17) y (VI. 18) se tendrá 


b=de (VL.21) 
a a—br (VI.22) 


Dividamos para comodidad el análisis de regresión en varias 
etapas y examinemos cada una de ellas por separado. 

Determinación de los parámetros a; y by por los datos expe- 
timentales, Examínemos las de 


Q= (VI-23) 


de los valores observados de 3, (VI, 1) con respecto a las mag- 
mitudes Y, hallados por la fórmula (VÍ. 18) con ciertos valores de 
los parámetros as y bs. que aún hay que determinar. De acuerdo 
al principio del método de los cuadrados mínimos los valores de 
los parámetros los hallamos de la condición de suma mínima de 
los cuadrados de las desviaciones (VI.23) considerando et caso 
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teórica 


general, es decir, un número desigual de observaciones m, para 
distintos valores del argumento x 


20=2,(9,—Y,P=min. (V1.24) 
Sustituimos en la Ec. (VI. 24) el valor de Y, de la (VI. 18) 
Ino, blo ap = mín, (V.25) 


Las ecuaciones para determinar as Y bo se oblenen de la condi- 
ción (VI.25), si se igualan a cero las derivadas primeras 


e [Qro att 


»r]--0. 


(VI, 26) 
E d 
Dilerenciando, obtenemos 

—2 Prat — 04 boli 29) =0, 

(VI, 27) 

23m blema 0 

Escribimos estas ecuaciones en la siguiente forma: 
A 
(V1.28) 


Dm PD 


Utilizando la fórmula (VI. 19), la que para el caso considerado 
conviene escríbicia en la forma 


Erul— 2-0, (vL20) 


de la Ec. (VI.28) obtenedremos las expreslones buscadas para 
los parámetros de y Do 


(vL.30) 


(La) 


Las fórmulas (V130 )y (VI31) resuelven el problema de de- 
terminar por los datos exprimentales las estimaciones de los 
rámelros de la dependencia funcional buscada. Mediante estos pa- 
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cámelros (o los parámetros a y 3 calculados de ellos) por la fór- 
mula (V18) 0 la (VIT) Se halla la recta. que mejor se apro: 
xima (en el sentido de los cuadrados mimimos de las desvincio. 
nes) a los puntos exprimentales medidos. 

Estimación de la hipótesis de linealidad de la dependencia que 
se estudia. Los parámetros as y by hallados por el método de los 
cuadrados minimos, determinan los valores de las estimaciones Y 
de la dependencia funcional buscada para cada valor del segu 
mento x. con el cual 3e midió la función Teniendo_ los valores 
de estimación Y, y las magnitudes experimentales P,. se puede 
pentis la dispersión muestral con (f(2) =*— 2 grados de 
Horta 


*= 5 )00-r4 (v1.32) 


ue es la estimación de la dispersión general 0*(2), que satisface 
la dispersión de las magnitudes j. con respecto a los correspon» 
dientes valores de las ordenadas, que se encuentran sobre la 
recía, hallada por el método de cuadrados mínimos. Está claro 
que cuanto menor es la magnitud de la dispersión $*(2), tanto 
Mejor los puntos experimentales 7 satisfacen la dependetcl ll 
nel, 

Para obtenet el criterio cuantitativo de estimación de la hipó- 
tesis de líncalidad la dispersión $*(2) se debe comparer con la 
dispersión general de la reproductibilidad de las mediciones de 
las ordenadas 5*(1), examinada en el $ 1 de este capitulo. En este 
aso, sl estas dispersiones son homogéneas, es decir, sus respectt- 
vas dispersiones generales son 1 


21) = 02), (VLa 


la dispersión de los puntos con respecto a la recta es de igual 
orden que la dispersión de la reproductibilidad. Al cumplirse 
esta condición, en estadística matemática se admite considerar 
que, los puntos experimentales están dispersos con respecto a la 
fecta, es decir, la hipótesis de linealidad de la dependencia que se 
estudia hay que admitiria concordante con la experimenta! 

'Gomo se demostró en el $ 4 del cap. 11, la hipótesis, represen- 
tasa masemáticamente por la igualdad (VI33), se verifica me: 
diante la distribución de Fher, és decir, si sa hipóless es cert 
la relación * 


=> (v1.34) 


y, De uerdo y lo consaido antes ($ $. cap. 1) en el numerador de 
ruge de ner e tner e meso de, Soros mps 
Sarinada de len a lor O dé 
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debe obedecer a ln distribución de Fisher. De acuerdo al criterio 
de estación de la hipótesis estadística (véase el cap. 111), la 
magnilud Fesp (VISA) hay que compararla con el valor tabular 
FAZ). [CUY para el nivel de significación B establecido y, los 

¡meras de grados de libertad [(2) y [(1) de las dispersiones 3'(2) 


y (1) respectivamente. En esle caso, sí 
Fcsp > Fall(2), HDL (VI. 35) 

la hipótesis de linealidad se desprecia. Si, por el contrario, 
Fray < FelI(2), HU), (Via) 


tivamente se acept 
en la tabla 4 del 
Si la hipótesis de 
estudiada se acepta, 
en la dispersión general 


y LE ma 
e (v1.37) 


que es en este caso una característica más completa de la exacti- 
ud del experimento. En el caso general, la dispersión $" (VL.37) 
tiene 


Las magnitudes de Fo(/(2). HIM están 
¡plemento”. 

idad de la dependencia experimental 
dispersiones (1) y s'(2) se pueden unir 


ISA) Em—A+k=2=Zm 2 


grados de libertad. 
Por intermedio de esta dispersión se expresan las disperslo: 

nes de los parámetros as y be. Se puede demostrar (omitimos los 

cálculos) que las correspondientes fórmulas tienen la forma 


a (V1.38) 


SS E (VI. 39) 
Tu 
Cada una de las dispersiones s*(os) y s*(bs) tiene un número de 
grados de libertad, igual al múmero de grados de libertad de la 
dispersión s*, es decir, Y —2. 

De la fórmula (VI. 38) se aprecia que el parámetro as es in 
versamente proporcional al número total de mediciones, y de la 
Tórmula (VI39) se aprecia que la dispersión del parámetro ba es 
inversamente proporcional a la suma de los cuadrados de las 
desviaciones de los valores del argumento, para los cuales se 
realizaron las mediciones, con respecto al valor medio. De aquí, 
¿anto mayor es el número de mediciones y cuanto más distantes 
se encuentran entre sí los valores del argumento, en los cuales se 
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midió el valor de la función, tanto más alta es la exactitud de 
determinación de los parámetros de la recta 

Sin embargo, en los expertmentos fisico-químicos con Irecuen- 
cia hay que rechazar la hipótesis de linealidad de la dependencia 
que se estudia, La mayoría de las veces esto ocurre debido a que 
a dispersión s!(2) supera considerablemente la dispersión s.(1), 
es decir, la dispersión de los puntos medios 7, con tespecto a la 
recta Y es mayor que la dispersión de los puntos individuales 9 
respecto de los correspondientes ¿, para cada í. Esto puede ser mo- 
tivado por el apartamiento de la dependencia lineal en el inter. 
valo examinado del argumento, o por los considerables errores 
sistemáticos, que, siendo constantes para cada uno de los x, por 
separado, actúan como accidentales con respecto al conjunto de 
mediciones para distintos x,. Si el experimentador no tiene fun- 
damentos para duder sobre el carácter lineal de la dependencia 
estudiada en el intervalo dado del argumento, en esc caso, la 
estimación de la precisión del experimento se puede obtener, Si en 
lugar de (VL37) se pone 


“= e. (VL40) 
Evidentemente, el número de grados de libertad de la dispersión 
y (V1.40) es igual al número de grados de libertad de la dis- 


persión st(2), es decir, F= A—2, 

También se aprecia que st(2) es la única estimación de la 
precisión del experimento, incluso cuando pura cada valor de xi 
se ha medido solamente un valor de 9. 

Cálculo de los errores accidentales en los parámetros a y Pa 
Como en el $ 2 del cap. V, para estimar los errores accidentales 
en las magnitudes de los parámetros « y $ utilizamos la magni- 
lud aleatoria f, con distribución de Student 

Parámetro $. La magnitud de Student £(f) en este caso será 


ant (via 


donde b es la estimación del parámetro P, y s(9) la desviación 

cuadrática media muestral de esa estimación, correspondiente 4 

ln lapecsión su). Puesto que, de acuerdo a la Ec. (VI.2l), 

20) ==), (Az) 

donde s*(bs) es la dispersión de la estimación de ba, determinada 

por la iórmula (VI.0). En tal caso, la Ec (VI-A1) se puede 
escribir ó 
sl 

mt (Vias 

El Múmero de grados de libertad de la magnitud £(/) de la Ec 

(Y! 43) es igual al número de grados de libertad de la dispersión 

(bo), a su vez igual al número de grados de libertad de la dis- 
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persión $, es decir, o bien J== Bin, —2, cuando s* se determina 


por la fórmula (VI.37), o bien f =— 2, cuando s* se determina 
por la iórmula (VI. 

Realizando los mismos cálculos que los del $ 2 del cs 
puede demostrar que para la probabilidad fiducial a 
accidental en el parámetro $ es igual 

tacelB)= tiza 15 (60). (V1,44) 


Luego, el resultado de la determinación de $ de la dependencia 
lineal buscado se puede escribir en la Jorma 
B=oF ta liso). (V1, 45) 

En este caso, b == by se determina de los datos experimentales por 
la fórmula (VI.31), y s(b) = s(bs), por la fórmula (V1.39) La 
magnitud de fa() para la probabilidad líducial dada a y el 
número de grados de libertad f se hallan por la tabla 2 del 
“Suplemento”. 

arámetro 
toria 


Análogamente establecemos la magnitud alea- 
mr (VI, 46) 


onde s(a) es la desviación cuadrática media muestral del pará- 
melco a, correspondiente al dispersión Pl): La disperión 440) 
se expresa fácilmente por las dispersionos S*(a3) (VI-38) 5 $i(Do) 
(VIO): ss 3e utiliza la fórmula (VI-22) y las proicdados de 
las dispérsiones (1.37) y (1.38) (véase el $ 2 del edp. 1): 
(a) =(0) + Pd) (van, 
El niámero de grados de libertad £(/) (VI,46) es igual al número 
de grados de libertad de la dispersión s'(a), a su ver Igual al 
múniero de grados de libertad de ln dispersión 5! es decir, o bien 
1=Yn,=2 cuando s* se determina por la fórmula (VI. 37), 
o bién f == k — 2, cuando s? se determina por la fórmula (VI.40). 
Para el eror accidental en el parámetro tenemos Una expre: 
sión análoga a la (V1.44) 
tala) == ba (05(a). (VL.48) 


El resultado de la determinación del parámetro a se puedo 
escribir en la forma 


a=0+taÚ)sa). (v1,49) 


En este caso, la magnitud a se halla por los datos experimentales 
mediante la fórmula (V1.22), s(a) se halla por la fórmula 
(VI.47), en la que, a su vez, s'(as), st(dy) y E se determinan por 


“Y El parámetro a y la probabilidad fiducial están designados por una 
sena Ita, lo que no dele dar lugar a equivocaciones. 
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las fórmulas (VI. 38), (VI 39) y (VI.19). La magnitud de fi-a(f) 
para la probabilidad fiducial dada a y el número de grados de 
libertad se hallan por la (abla 2 del “Suplemento”. 

Estimación del intervalo confidencial (“corredor de errores”) 
para la dependencia funcional buscada. Frecuentemente en la 
práctica surge la necesidad de estimar los puntos que se apartan 
ostensiblemente de la ley lineal general. Tal estimación se puede 
realizar, si se construye el intervalo confidencial (“corredor de 
errores”) para la función y buscad: 

Corredor de errores es el confín contado a ambos lados de la 
recta hallada por los datos experimentales, por el método de los 
cuadrados mínimos, y que indica los límites, en los que se deben 
encontrar los puntos experimentales, sí la” Ocpendencia que se 
estudia se puede considerar líneal, En tal caso, los puntos que se 
apartan de este corredor hay que admitirlos como resultados de 
mediciones erróneas, 

Para construir el corredor de errores hay que recurrir nueva: 
mente a la magnitud aleatoría de Student £(/), la que en el caso 
que examinamos toma la forma. 


«n= 


r 


(1.50) 


al 
donde s(Y) es la desviación cuadrática media muestral, corres» 
pondiente a la dispersión muestral 


SY) m0) + (1 AO). (VL51) 
La fórmula (VI. 51) se obliene de la (VI, 18) utilizando las, pro: 


piedades (1.97) y (1.38) de las Cispersiones (véase el $ 2 del 
cap. 1). El número de grados de libertad de la magnitud 1(/) 
(VI.50) es igual al número de grados de libertad de la dispersión 
sl, es decir, o bien [= Zin, —2, cuando $* se determina por la 


Tórmula (VI.37), o bien f=k—=2, cuando s* se determina por 
la fórmula (VI. 40) 

Para hallar los límites del corredor de errores antes que nada 
es necesaria la expresión para la magnitud del error accidental 
en la función buscada y, la cual por analogía con las fórmulas 
expuestas antes tendrá la forma (véase las fórmulas (VI. 44) 


y (VL48)) 

tacetn) = ta (SM. (VL52) 
donde s(Y) es la wnisma magnitud que te de la fórmula (VI. 50) 
Los limites del corredor de errores para un valor arbitrario del 

argumento se determina por la expresión. 
YE tesi. (v1.53) 
Los valores experimentales de la desviación cuadrática media 
s(Y) para cualquier valor del argumento se determinan por la 
fórmula (VI.51), en la que s'(as). S*(b4) y Z, a <u vez, se hallan 
por las fórmulas (VI.98), (VI-38) y (VÍ. 19). La magnitud de 
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($) para el valor dado de la probabilidad liducial se busca por 
is Tabla 2 del “Suplemento”. 

El resultado obtenido permite establecer el criterio buscado de 
estimación del punto que se aparta fuertemente (o puntos). Para 
elio al principio es necesario tratar los datos experimentales como 
se describió antes sin excluir ningún punto. Luego por la fórmula 
(VL53) para cada ordenada hay que construir el intervalo con 
Jidencial con una probabilidad Jiducial elegida (de ordinario, como 

íplima se toma el valor de a = 095). Si en este caso resulta que 

un punlo y, cualquiera (o unos cuantos puntos semejantes) cae 
fuera del intervalo calculado, éste (o éstos) hay que despreciarlo 
como uno que se aparta ostensiblemente de la ley general A con- 
finuación Ray que repetir todo el cálculo de los parámetros, Sus 
errores accidentales y el corredor de errores, 

AL estimar los puntos que no se apartan fuertemente. Je la 
loy general hay que tener en cuenta que los límites del intervalo 
confidencial se determinen sólo por la magnitud del error acci- 
dental en la ordenada medida de la función (véase la fórmula 
(VI.53)). En este caso se puede recomendar que se tome en 
cuenta la exactitud limitada de los datos iniciales, caracterizada 
por la magnitud A(y) véase antes, cap. V). Entonces, sí la dife: 
fencia entre 9, y los límites del intervalo confidencial es apro- 
ximadamente del mismo orden que la magnitud A(y), no conviene 
despreciar tal punto (véase los ejemplos (VI.1) y (VL3)). 

ependencia lineal entre ciertas funciones de magnitudes me- 
didas directamente. El análisis de regresión fue distinguido para 
el caso en que las magnitudes directamente observadas en el en- 
sayo están vinculadas linealmente. Sin embargo, en la práctica 
Aropieza con más frecuencia con él caso en que la relación entre 
estas magnitudes no es lineal, aunque se reduce fácilmente a 
Jineal, sl Fecurrimos a ciertas funciones de las magnitudes medi- 
das. Examinemos los tres tipos más característicos de lal de- 
endencia. 
PeV La dependencia de la constante de equilibrio de la reacción 
de la fempératra, para un intervalo pequeño de temperatura, 
tiene la forma 


UK (VL50 


donde AS y AH son las variaciones de la entropía y la entalpía due 
rante la reacción. Aquí las maguitudes que se observan direct 
mente en el ensayo son la constante de equilibrio K y la tempera. 
tura T, De la Ec. (VI.54) se deduce que la relación entre ellas no es 
lineal. Empero, si se cambian las variables por las fórmulas 


++ (VI.55) 


as 7 
NIEK, a 


llegamos a la dependencia (VI. 16) que examinamos antes 
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Repitiendo los razonamientos y la aplicación del análisis de 
regresión expuestos antes, llegamos a las siguientes expresiones 
para la estimación según los dalos experimentales de la varia: 
ción de la entalpia y la entropía de la reacción feniendo en cuenta 
los errores accidentales: 


AÑ =— 45766 £ ti (1 500), (VL56) 
AS=4.576(a + t;- ()s(0), (VL57) 


donde a y b son los párametros de la recta estimados por el mé- 
todo de los cuedrados minimos en las coordenadas Ig k— 1/7, en 


2, La dependencia de la presión del vapor saturado de un li- 
quido con respecto a la temperatura en un intervalo estrecho se 
expresa por la ecuación 


Igo =cost— He (VI.58) 


Si se introducen las designaciones (VI.55), el tratamiento de las 
mediciones de la presión de vapor para determinar el Calor de 
evaporación 4/1 ve reduce nuevamente al análisis de regresión de 
la dependencia (VI. 16), examinado en este capitulo. Bor eso el 
calor de evaporación junto con el error accidental se determinará 
por la fórmula (V1.50) antes expuesla 

3, La constante de la velocidad de una reacción cualquiera de 
primer orden satisface la ecuación 


ke fin, (VI.50) 
donde ce es la concentración inicial de la sustancia que reaccion: 


€ es su concentración en el instante £. Si se translarma la fór: 
mula (VI.59): 


Inc Inc, — At (V1. 60) 
y pasamos a logaritmos decimales, obtenemos la expresión 
lgc=lgc— ot. (VIS) 


Comparando Ja fórmula (VI.61) con la dependencia (VL.16), 

examinada antes en los $$ 1-2 de este capítulo, se aprecia ¡de 

mente que ellas son iguales, si se cambien las variables por las 
fórmulas 

migo, amlgc Pz (VO) 

Por lo tanto, sí se tratan los datos experimentales conforme al 

esquema descriplo en estos párrajos, para la magnitud de la con- 


no 


stante de la velocidad de reacción y su error accidental se obtiene 
[ácilmente de la siguiente expresión: 


he = —2,30259(b e fia (()5(0). (1.63) 


Las expresiones para las magnitudes que entran en el segundo 
miembro de la fórmula (VI.63), están dadas antes. 


$ 3. Análisis de para la heterogeneidad 
de las dispersiones de reproductibilidad 
de las ordenadas de la función que se mide 


En la práctica de las mediciones físico-químicas frecuentemente 
se tropieza con el caso en que las dispersiones de reproductiblli- 
dad sy). (4), -.-. SH(Y1) son heterogéneas. Esto se produce 
cuando los datos experimentales para distintos valores del argu- 
mento, debido a un motivo cualquiera, tienen diferente exactitud. 
En esle caso, el esquema del análisis de regresión tiene una serie 
de particularidades en comparación con el examinado antes. 
dispersiones s*(4:), que son la 
observaciones únicas en distintos 
puntos del a ispersiones medias s*(7,), las que de 
“acuerdo a la fórmula (1.41), escrita para las dispersiones mues: 
(rales, se determinan por la Expresión 


uy, (v1.64) 


Para tomar en cosideración la heterogencidad dé los datos experi: 
mentales para distintos valores del argumento, introducimos la 
función ponderada w». inversamente proporcional a la dispersión 
(VI64). 

(vI.65) 


OIT 
donde e es una cierta constante En general, esta constante se 
puede elegir arbitrariamente, lo que de ningón modo influye en 
los resultados finales. Sin embargo, debido a una serie de motivos 
conviene elegir la constante € de menera que pora los pesos uy 
se satislaga la condición de normalización 


Lo, -l (VI. 66) 
En tol caso, dela E. (VI.6S) obtenemos 
Dry (von 


de donde 
(VL.68) 


." 


En el caso examinado de heterogeneidad de las dispersiones 
s*(5,) la constante e (VI. 68) se toma (no analizaremos los motl- 
vos de tal elección) como estimación gen de la dispersión de 
la reproductiblidad de las ordenadas de la función, es decir, 

== 
2 


con un número de grados de libertad [(1), determinado por la 
fórmula 


(vL.69) 


ñ 
me, (VIO) 
Tr 


donde [, es el número de grados de libertad correspondiente a la 
dispersión s*(y,), y us es la función ponderada, determinada de 
acuerdo a (VÍ, 65) y (VI.69) por la fórmula 
1 
RIU] 


PE (vI.70) 
2 


Para deducir las fórmulas necesarias del análisis de regresión, 
en este caso, en lugar de (VI.24) es necesario minimizar la suma 
suspendida de los cuadrados de las desviaciones de los valores 
experimentales y calculados de la función 
Zoro: Y Pa min. (vI.72) 
Sin repetir los razonamientos y los cálculos, que son comple: 
tamente análogos a los efectuados en el $ 2, damot sólo la lista 
de fórmulas que se diferencian de las fórmulas del $ 2. Estas 
¡órmulas junto con las fórmulas (VI 69), (V1.70) y (V1.71) hay 
que utilizarlas para el análisis de regresión cuando los datos 
Ghiciales son de distinta exactitud: 


(v1.73) 
(va 


(V1.75) 


(v1.76) 


u 


(el número de grados de libertad £— 2), 
(a) 


(VL.77) 
el número de grados de libertad es igual al número de grados 
de libertad de la dispersión 52), 


“by (VL.78) 


(el número de grados de libertad es igual al número de grados 
de libertad de la dispersión 5*). 


$ 4. Fórmulas del análisis de regresión 
con Igual número de mediciones para todas 
las ordenadas de la función 


Frecuentemente las mediciones de la dependencia ¡uncional 
se realizan de manera que el número de mediciones de Jas orde- 
nad: cada xi es idéntico, es decir, n, = 1, En este caso 
algunas de las fórmulas dadas en el $ 2 de este capitulo deben 
ser un poco modifica 


(VI. 79) 
(v1.80) 
(vis) 
.0= 5 D)0-rP (v1.82) 
(el número de grados de libertad /(2) = +2), 
ra=E (VI.89) 


(el número de grados de libertad es igual al número de grados 
de libertad de la dispersión s"), 


"(o = (1.84) 


(el número de grados de libertad es igual al número de grados 
de ¡ibertad de la dispersión $"). 
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Las demás fórmulas son completamente análogas a las fór- 
mulas del $2. 
En conclusión cabe hacer notar el caso particular, cuando n 

== |, es decir, cuando cada ordenada se mide sólo una vez para 
el sor dado del argumento, En este caso, evidentemente, no se 
puede determinar la dispersión de reproductibilidad 5"(g1). y. por 
lo tanto, la hipótesis de linealidad de la dependencia estudiada 
no puede ser verificada. La única estimación de precisión del 
experimento, en este caso, es la dispersión S'(2), que se puede 
calcular suponiendo que la dependencia que se estudia es lineal. 
Las fórmulas que hay que utilizar en el caso dado son análogas 
3 las expuestas antes, a excepción de las fórmulas (VI. 82 
(VI.84) donde se debe poner n= 1 


$ 5. Ejemplos 


En este párrafo se examinan algunos ejemplos, de aplicación 
del análisis de regresión al tratamiento de las mediciones de de- 
pendencias funcionales lineales en química física. 

Ejemplo VI.1. En la tabla 5 se dan los resultados de las me- 
diclones de la presión de vapor p, del alcohol metílico para ocho 


Fabia $ 
APTA 
: als Pr 
z sin im is 
3 ima]: da 
3 E E] 
5 IIA 8 
temperaturas distintas (£= 1,2, .... 8). Se han efectuado cinco 


mediciones para cala temperátura (a == 1. 2, 3 4, 5), Mediante 
estos datos hay que hallar la ecuación para la línea de regresión, 
construir el corredor de errores, calcular el calor de evaporación 
del alcohol metilico y estimar el error accidental de su, medición. 

La dependencia de la presión del vapor saturado del liquido 
en función de la temperatura en un intervalo estrecho se expresa 
por la ecuación (VI.58). El análisis de regresión de esta depen- 
dencia basado en los dalos experimentales se da en varias etapas 
sucesivas. 

Estimación de la homogeneidad de las dispersiones s'(4,) de 
las magnitudes y, = Ig p,. Puesto que el número de mediciones 
de la presión para cade lemperatura es idéntica (n =5). para 
estimar la homogeneidad de las dispersiones utilizamos el cri 


1 


terio de Kokren, Los valores de las sumas 2 (Yi, — 811! para los 


ocho valores del argumento están calculados en la tabla 6, de 
“donde se aprecia que 


E 
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Por los datos de la tabla 6 calculamos también la suma 


11,876 10%, 


29.144 107 + 


+ 11,876 107*+ 10,767 - 107* + 11,088 - 107* + 9,851 + 1074 
+ 10,590 + 107*-+ 9,539 - 107* + 10,202 - 107*=8,3057 - 107%, 
Por la fórmula (VI. 14) determinamos 


Elegimos el nivel de significación A =0.05 y por la tabla 3 del 
“Suplemento” hallamos 


Opín—1, $) = Ooss(d: 8) = 0.391. 
Puesto que Gay e= 0.143 <-0391, la pólesis de tomogenel 
dnd de las disperslones de la reproductibilidad de las ordenadas 


Qe Ig bos que seepleia con un nivel de sieicación del 5%. 
lor la fórmula (VI. 15) calculamos la dispersión general 


y O 0596-10, 


ue tiene [(1) = A(n — 1) ua 32 grados de libertad 

os resultados oblenidos permiten ulilizar el esquema del aná- 
tits de regresión para la Nemogencidad de las Áispesones de 
la eoducilind de las ordenadas dela función ($2 de ese 
capita 

Determinación de los parámetros de la línea de regresión. Las 
magnitudes necesarias para el cálculo están dadas en la tabla 7. 

or la lórmula (VI-80) hallamos 
a MOE 1,39777, 

y poz la fórmula (VI.81) 


Dar 107 
a E, —— 1,82244 10% 
Calculamos a por la fórmula (VI. 22) 
a = 1,32777 + 1,82244-10*-3,254966-10 = 7,25975, 


1 


(064) 


ls61sa| 


128028 


Por lo tanto, la ecuación buscada de la regresión será 
Y == 7.25975 — 1,82244- 10% 
Estimación de la hipótesis de linealidad. Por la fórmula 
(VI. 82) y mediante los datos de la tabla 7 hallamos 
sm=i.4,760- 107*=3,967- 107, 


E mero de grados de libertad de esta dispersión es /(2) =8= 
pa 
Establecemos la relación de dispersión de Fisher 
Fo A 
E 
Elegimos el nivel de significación f == 0.05 y por la tabla 4 del 
“Suplemento” hallamos 
FolI(2), [9] == Pass: 32) = 240. 
De este modo, la desigualdad 
= 159 < Fal(2), 11) =240 
ui se deduce que la hipótesis de la lincalidad 
vel de significación del 5%. Esto per: 
seral, que caracteriza la precisión del 
por la fórmula (VI. 37) 


.5-3967. 107 


=1,58. 


hay que aceptar 
ile calcular la dispersión 
experimento en su lotalida 


PEREA 


2812 107, 


Esta dispersión tiene f an 32 4 6 = 38 grados de libertad. 
Cálculo del corredor de errores para la línea de regresión, Al 
puiciio allamos ls dispesines ca los parámetros as y e Por 
la fórmula (VI.89) y la magnitud 5 == 212-10-%, que se ha cal: 

culado en la parte anterior, hallamos 
ay E 00 
y por la fórmula (VI. 84), hallamos la magnitud de st(bp) (el va- 
lor de la suma (x—2P'=0,1179092 - 10% está calculado en 


la labla 7) 


ao 
eu OO 


ispersiones $*(as) y sH(d:) tienen F=38 grados de ll- 


4.7010, 


Ambas 
bertad, 

De este modo, para la dispersi 
ecuación (véase la lórmula (VÍ 51 


)) 
(Y) = 7030-10 ¿+ 4,770-10%(4— 4). 


¡ón si(Y) tenemos la siguiento 


w 
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El número de grados de libertad de esta dispersión también es 
igual a 38. Las dispersiones, así como las desviaciones cuadráli- 
cas medias, calculadas mediante esta fórmula para los ocho pun- 
tos, están dadas en las segunda y tercera columnas de la tabla 8, 
El corredor de errores lo calculamos para la probabill 
fiducial «a = 095, Por la tabla 2 del “Suplemento” hallamos 


tizalI) == foss(38) == 2,025, 


En la tabla 8 están calculados los valores de 2,025-s(Y4), así 
como las magnitudes de Y, + 2.025-S(Y1). 

De ta tabla 8 se aprecia que todos los puntos, con excepción 
del lesero y, del cuarto resullan estar dentro del intervalo confl 
dencial de 5%. Para aclarar la conveniencia de la supresión de 
esos puntos se debe estimar el eror absoluto en la magnitud lg a 
vinculado con la precisión limitada de los datos iniciales (error 
de la escala del aparato y errores sistemáticos), Como magnitud 
de ese error se puede tomar A(p) ==0.1 mm. Utilizando la lór- 
1mula (VI. 44) y pasando de los logaritmos naturales a los decima- 
les, calculamos [a magnitud análoga para el logaritmo 


EN) 
Agp=0.430922. 


junto (véase la tabla 7) Igp es 1,17874, por lo 
'oniendo este valor de p en la fórmula anterior, 


Para el tercer 
tanto, p == 154 
obtenemos 


Agp) =0.43429-Ehz = 0,0099. 


Para el cuarto punto (véase la tabla 7) Igp =1,27852, por lo 
tanto. p == 18,99. Poniendo este valor de p en la misma fórmula, 
obtenemos 


Agp) =0,43429 Py == 0.0039 


El cálculo expuesto demuestra que prácticamente no tiene se: 
tido la supresión de los puntos tercero y cuario, puesto que la di- 
ferencia entre G, y los correspondientes límites del corredor de 
esrores consitue <ólo aproximadamente tres unidades en la ter. 
cora cifra significativa después de la coma, Esta diferencia entra 
enteramente en los errores absolutos A (Ig p), calculados antes. 

La gráfica de la linea de regresión obtenida junto con los pun- 
los experimentales y el corredor de errores está representada en 

ig. 18. 


la 6 

«terminación del calor de eva; del alcohol metílico y 
su error accidental. Partiendo del valor de s*(bc) = 6,363-10% an- 
tes calculado, hallamos 


s(b) = VITITO == 2,184-10. 


Utilizando este valor, asi como las magnitudes ba == —1,82244-10% 
Y fes(38) = 2,025, por la fórmula (VI.86) determinamos la magni- 
dud del calor de evaporación y su error accidental 


AH == —4.576(—1.82244-10*  2.005-2.184-10) = 
> (8.4 4020)-10% cal. 


La magnitud obtenida del error demuestra que la segunda cilra 
signilicativa después de la coma en la magnitud medida del calor 


vol 
Fs, Les de ren uo co 
de de errores por “os "tos “del 
o dado 
de evaporación es falsa, mientras que la primera tiene una inde- 
lerminación aproximadamente de dos unidades, es decir, 
SM == (83:4:02)-10P cal. 
Ejemplo VIZ. La constante de equilibrio K de la reacción 


heterogénea se ha medido para cinco temperaturas distintas (1= 
=1,2,3,4,5) 


CoTIO, +CO=CO+ TIO, CO». 


Los resultados obtenidos están dados en la tabla 9. Mediante 
estos datos hay que hallar la ecuación para la línea de regresión, 
construle su corredor de errores, así como calcular la variación 
del entalpía y la entropía de la reacción y estimar sus errores 
accidentales. 

La dependencia de la constante de equilibrio de la reacción en 
función de la temperatura tiene la forma (VI. 54). El análisis de 
regresión de esta dependencia basado en los datos experimentales 
se dan en varias etapas. 

En la tabla 10 están calculadas las dispersiones de la repro- 
ductiblidad de las magnitudes y, = 18 ko 

Estimación de la homogeneidad de las dispersiones s*(y,). Ya 
que en este caso el múmero de mediciones para los distintos x, es 
diferente, para estimar la homogeneidad de las dispersiones s*(g,) 


1 


alla 


ada 


1 


utilizamos el criterio de Bartlett. Mediante los datos de la tabla 10 
calculamos la dispersión $*(1) por la fórmula (VI.5) 

1582 10754 16-108. 107 
A EE 


4 


Hr 1095- 1073. 41-6388- 107% 4410-10 a 
Ho rr 2989107, 


Esta dispersión tendrá [(1) =6-+ 164 114114 12=86 gra 
dos de libertad. 

A continuación, mediante estos mismos valores calculamos las 
Ipagrítudes auxiliares, necesertas para el cálculo de la magnitud 


HU) Ig 5 (1) == — 56 - 4,5289 = — 253,6184, 
— Bhlgs*(y)=0- 4,8008 + 16 - 4,8423 ++ 11 -4,9851 + 


+11 4,2031 + 12 + 4,3556 == 259,6190.. 
ie A 
(d+ 5) 109971, 
Por estos datos calculamos el valor de Baep 


Be Far (250,518 4 250,6190) == 13, 


Eligiendo el nivel de significación f = 0.5, por la tabla 3 del 
“Suplemento” hallamos 


A) =2 (4) =9,49. 


Puesto que Br == 193 > 9.9, para un nivel de sigiliación del 
valor del S% a hipóleis de homogeneidad de las diporsiones no 
puede ser aceptada. 

Elegimos el nivel de significación f 091. 

Por la tabla 3 del “Suplemento” hallamos :3(4— )=xLu 
(á)s= 13,3. La comparación de esta magnitud con Bas == 13,3 
indica que la hipótesis de homogencidad con un nivel de sign 
cación dl 1% n puede sr cerieramente rechazada, 

En esta situación, cuando la hipótesis de homogeneidad de la 
dispersión de la reproductbilidad no puede ser con certeza ni 

la y ni rechazada de acuerdo a las recomendaciones del $ 3 
111, conviene repetir el experimento. 

Si, no obstante, es necesario obtener les magnitudes que inte- 
resan al investigador basándose en los datos experimentales te. 
idos, como ocurre en este caso, para una estimación más cierta 
de las magnitudes que se mide y los errores de las mediciones 
la hipótesis de homogeneidad conviene rechazarla, es deci, tra- 
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tar las mediciones suponiendo la peor variante, o sea, la hetero- 
gencidad de las dispersiones de la reproductibilidad de la función 
jue se mide. De acuerdo a esto, el análisis de regresión de los 
latos del ejemplo examinado se realizará por el esquema descrito 
en el $ 3 de este capítulo, 

En la tabla, 11 se de el cálculo de as disperslones s*(9) 
¿tsrmula, (VI04)) los pesos us Clrmula (VI.71)) ai como las 
magnitudes af/f. Utilizando estos datos, por la (VI.69) 
hallamos la dispersión 


20 3058 107 
que tlene (fórmula (VI.70)) 


[0 RIM 


grados de libertad, 
Determinación de los parámetros de la línea de regresión, Los 
cálculos necesarios para determinar los parámetros de la línea 


1 


de regresión están dados en la tabla 12. Mediante los datos de la 
tabla 12 y las fórmulas (VI.74) y (VI.75) hallamos 


2, =0.480732, 


A 9681-10, 


De aquí por la fórmula (VI. 22) 
2 = 0480792 — 9,9881 +101-7.724098-10-* = —0,24296, 
Por lo tanto, la ecuación de la línea de regresión tiene la forma 
Y = —0.24296 ++ 9,3681 10%, 
Fabia 12 
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Estimación de la hipótesis 
cional que se estudia. Para estimar a hipótesis de Vínetidad hay 
ue calcular la dispersión s%(2). Los cálculos necesarios están 
dos en la tabla 13. Mediante los datos de la tabla 13 y la (6 
mula (VI.76) oblenemos 
y 790, 

El número de grados de libertad de la dispersión 5*(2) es Igual 
af(2) =5-2=3 
Hallamos la relación de dispersión de Fisher (VI. 34) 


de la dependencia fun- 


Eligiendo el nivel de significación f =0.05, por la tabla 4 del 
“Suplemento”, hallamos. hi E 


FalIi2). F(1)]= Faes(3: 42) = 2,8. 


Puesto que Fusp =4,16 > 283, la hipótesis de linealidad con un 
valor del 5% del mivel de significación no puede ser aceptada 


$5 
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Elegimos el nivel de signilicación $ =0.01, Por la tabla 4 
del “Suplemento” hallamos Fes (3; 42) == 1.20. Puesto que Fr == 
== 4,16-< 4,29, con un nivel de significación del 1% la hipole 
de linealidad ho se puede rechazar. Por lo tanto, por los dalos 
experimentales tenidos la hipótesis de linealidad no. puede ser 
con certeza ni aceptada, ni rechazada, Llegamos nuevamente a li 
misma situación que antes al analizar la Nipólecis de homogene 
dad de las dispersiones de la reproductbilided de las ordenadas 
de la función. Puesto que en el intervalo de temperatura, donde 
se han oblenido los datos experimentales, es poco probable espera 
la no linealidad para la dependencia examinada, el rechazo de | 
hipótesis de linealidad se puede explicar, por lo visto, sólo por la 
insuficiente exactitud de los datos experimentales, Para una est- 
mación de mayor confianza de los resliados del experimento 
conviene que el tratamiento ulterior de las mediciones se realice 
nuevamente suponiendo la peor variante, De acuerdo a esto su- 
ponemos (véase la Ec. (VI.40)). 


e 592) == 1,272-10-%, 
, la dispersión s" tendrá f=3 grados de 
'álculo del corredor de errores para la línea de regresión. De- 
terminemos al principio las dispersiones en los parámetros 
y bo. Por la fórmula (VI. 77) tenemos 
¿ag == 1,272-10* (f=3) 
Por los datos de la tabla 12 
Zo (xs — E == 0,038358 + 107, 


En tal caso, utilizando la fórmula (VI. 78), obtenemos 
122-107 
e) A 9316-1094 =3). 


Val 


obtenemos la 


ando los valores de s*(05), s*(6p) y la fórmula (VI.5I), 
guiente expresión para la dispersión 
SY) == 1272-10 4 3316-10%(2— 29%, 
que tiene J =3 grados de libertad. 

Las dispersiones, así como las correspondientes desviaciones 
cundráticas medias, calculadas por esta fórmula están dadas en 
las segunda y tercera columnas de la tabla 14, Eligiendo la pro- 

Tabla 14 
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babilidad fiducial a =0,95, por la tabla 2 del “Suplemento” 


tiza ll) lasa(3) == 3,1825, 


En la tabla 14 se dan también los valores de 3,1825 s(Y) y 
magnítudes de Y + 3,1825 s(Y). De la tabla 14 se aprecia que to- 


Y 


TRA, 


dos los puntos experimentales dl caen en el intervalo confidencial 
del 95% 

La gráfica de la linea de regresión obtenida junto con los pun- 
fos aperimentales y el orrdor de erors está representada en 
la fig. 19. 

Beserminación de la varlación de entalpía y entropín de la 
reacción y sus errores accidentales. Mediantes los valores 

$é(as) = 1,272-10%, SHde) = 316-101, £=7,724996 -10-, 


vr 


(véase la tabla 12) y la fórmula (VI. 47) obtenemos 
s'(a) =1,272-10* + (7,724996)*.10*-3,316-10* = 1,979-107, 
De aquí calculamos 
s(a)=V 1979107 =4,448 - 107 
ido del valor de s*(b¿) = 3,316-10%, mos. 
5 (by) == Y 3,316 > 10 a 5,758 - 10. 
Teniendo los valores de a =—0,24296, do =D = 9,3681 -10%, 
así como las magnitudes de s(a) == 4,448-10, s(0p) == s(b) 


5768-10 y fas(3) =3,1825, por las fórmulas (VI.56) y 
(VI.57) hallamos 


AH == — 4,576(9,3681 10" 9,1825 -5,768 - 10) 
=(—429 4 0,84)- 10? cal/mol, 
AS == 4576(—0,24296 + 9,1825 - 4,448 - 107) = 
==(—1,11 20,65) cal/mol. grat 
El valor oblenido del error accidental en el valor de AM in- 
dica que la segunda cifra significativa después de la coma es 
falsa, y la primera tiene indeterminación aproximadamente de 8 


unidades, es décir, el resultado de la medición de A se puede 
escribir 


Pasti 


AM = (-4308)-10* cal/mol. 


Análogamente, el valor hallado del error en la magnitud AS 
Indica que también en este coso la segunda cifra significativa 
después de la coma es alsa, y la primera posee una indeterrm 
ción aproximadamente de 7 unidades, es decir, el resultado de la 
medición de AS se puede escribir así: 


AS = (—1.12:07) cal/mol-grad. 


Ejemplo VI.3, Se ha investigado la cinética de la saponifi- 
cación del'actao de silo CNICOOCAN: por el ho clrlldico. 
En la tercera columna de la te 16 se dan los valores obtenidos 
de la concentración e del reactivo en el Instante £ (segunda €o. 
lumna). La concentración se ha medido una vez (n = 1) en cada 
inslande dado. Mediante los datos obienidos hay. que Jtermiar 
la ecuación de la linea de regresión, construir el corredor de erto- 
ros, así como estimar la constante de la velocidad de reacción y 9u 
or accidental 

La saponificación del acetato de etilo es un ejemplo de reac- 
ción de primer orden. Por eso, la constante de velocidad de esta 
fencción obedece a la ecuación (VI, 69), y para determinar la mag: 
mitud de esta constane por los datos cxperimenales Junto ton 
el error accidental hay que utilizar la ecuación (VI, 63). 


e 
1285 Juro] er 


13] 


Como en los ejemplos anteriores, el análisis de regresión de 
la dependencia del ejemplo que se examina lo reslizamos en 
varias etapas. 

Determinación de los parámetros de la línea de regresión. Las 
magnitudes necesarias para el cálculo están dadas en la tabla 16, 
Por la lórmula (VI. 80) hallamos 


ay 2 139406 


y por la fórmula (VI.81) 


Por la fórmula (VI. 22) determinamos a 
0 == 1,33406 — (—1.99491-109.68,75) == 1,7121. 
Por lo tanto, la ecuación buscada de la línea de regresión será 
Y = 147121 — 1,9491 -10%, 


Cálculo del corredor de errores para la linea de regresión. Por 
la fórmula (VI,82), suponiendo n == 1 y tomando de la tabla 15 
el valor de — Z(y,—Y¡P=0,00042489, calculamos la magnitud 


de la dispersión s*(2): 
$ (2) =$. 0.00042489 7,087 - 107%, 


En este caso la dispersión s*(2) tiene [=8—2=6 grados de 
libertad. De acuerdo a la Ec. (VI.40) suponemos 


$ =7,087-10* (| =6). 
5 rn 1 


Mediante esta dispersión calculamos las dispersiones en los pa- 
rámetros ay y bs. Por la fórmula (VI-83), suponiendo n= |, 
hallamos 


eo E ERASE 
y por la fórmula (VI.84), suponiendo n= 1 y tomando de la 
tabla 15 la magnitud de D,(x, — 4F'=2,98875 - 10*, hallamos s*(0) 
(st a 
o) PE 2.370 1074 = 0), 
Por lo tanto, tendremos la siguiente expresión para la dispersión: 
(Y) == 8,852.11 10 107(x — 2)%, 
que tiene = 6 grados de libertad. 


Mediante esta expresión en la tabla 16 se han calculado 1 
magnitudes de s*(Y y s(Y) (véanse las columnas segunda y ler- 
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cera). Como de ordinario, eligiendo la probabilidad fiducial a == 
== 0,95, por la tabla 2 del “Suplemento” hallamos 
ticalb) = loss(6) = 24460, 

En la tabla 16 se da también el cálculo de las magnitudes 
24469-s(Y) (véase la cuarta columna), las magnitudes Y, «e 
24460s(Y) (véanse las columnas quinta y sexta). De la 
tabla 16 se aprecia que todos los puntos experimentales Y. 
a excepción del cuarto y del quinto, caen en el intervalo confi- 
dencial del 95%. Para mostrar la conveniencia de rechazar estos 
puntos, estimamos los errores absolutos en las correspondientes 
magnitudes de ge, vinculados con la exactitud limitada de los 
datos iniciales. Bara ello, de manera análoga al ejemplo VI.1 
calculamos la magnitud 

MMgo m0 2 
para ambos puntos, partiendo del valor de A(c) =0,1. 


Para el cuarto punto tenemos (véase la tabla 15) ca = 25,2. Po- 
niendo este valor en la fórmula anterior oblenemos la magnitud 
del valor absoluto 


Allg e) =0,43429 23 =0,0017, 


Para el quinto punto, análogamente, tenemos (véase la tabla 15) 
es 23,0. Poniendo este valor en la misma fórmula, obtenemos 


Age) =0.43429 Fi =0,0019, 


Del cálculo expuesto se deduce que es poco probable que se 
justifique el rechazo de los puntos cirio y quinto, puesto que ll 
diferencia entre las magnitudes y, y los correspondientes límites 
del corredor de errores es aproximadamente de 2-10, lo qué es 
confrontable con las magnitudes A(Ig<) para ambos puntos. 
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En la fig,20 se muestra la gráfica de la línea de regresión 
obtenida juo con los puntos Experimentales y el corredor de 
errores. 

Determinación de la constante de la velocidad de reacción y su 
error accidental. Del valor de s*(b:) = 2370-10 hallamos 

s(0)=5(0) == VZ3T0- 107 4.868 - 107, 
Poniendo este valor junto cn el valor de 8 === —190491 
310% y la magnitud de fi=e(/) == tnes(6) = 24469 en la lór 
mola (VÍ.69), hallamos 
Ke = — 2,30250(—1,99491 - 107? 2,4460 - 4,808 - 10 
=(4,59 20,27) -107 min. 

La magnitud del error de la constante de la velocidad de reace 
ción obtenida indica que la segunda cifra significativa después de 
fa coma es falsa, y la primera tiene una indeterminación aproxi- 
madamente de 3 unidades. Por eso. el resullado final se puede 
escribir en la forma 

A= (1.5203)-102 mi. 
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CAPITULO vit 


METODOS ANALITICOS 
Y GRAFICOS DE TRATAMIENTO 
DE DATOS FISICO-QUIMICOS 


En este capítulo se examinan algunos métodos numéricos ana- 
líticos y gráficos utilizados al tratar datos experimentales, Los 
métodos gráficos, que a veces son tan precisos como los analíticos, 
son preleribles por la simpleza y rapidez, En todo caso, cabe reco: 
mendarios para obtener datos de estimación, para la confirma: 
ción cualitativa de la dependencia funcional esperada entre las 
magnitudes que se miden, ete. 

existen una serie de problemas típicos, para cuya resolución 
conviene utilizar los métodos gráficos (Irecuentemente en con 
Jm on os anlfcs), y unas cuantas re 
suficiente exactitud del tratamiento. De ordi 


aproximar 
Los hábitos, grac 


líticos muméricos con apli 
de las estimaciones muméri 
que se obtengan. 

En adelante los métodos analíticos y gráficos se exponen pa- 
rolelamente de acuerdo a los problemas, para cuya resolución 
ellos se utilizan, Actualmente los métodos de análisis numérico 
están ampliomente elaborados y, desde luego, aquí se examinan 
sólo los casos simples, La mayor parte de Jos ejemplos están 
tomados del campo de la cinética química, en tanto que el último 
párralo está enteramente dedicado al tratemiento de los datos 
cinéticos. Además de la afición de los autores, esto debido a que, 
quizas. en ninguna pace de la química física no se tropieza 4 la 
vez con tal variedad de problemas, no se requiere tal inventiva y 
ni se tiene tal posibilidad de utilizar prácticamente todos los mé- 
todos de tratamiento, como en la cinética química, 

Se pueden enumerar los siguientes problemas parciales y ge. 
nerales, que surgen al tratar los datos experimentales y las de- 
pendencias halladas empíricamente: 


la 


1) diferenciación (gráfica y analítica); 

2) integración (gráfica y analítica); 

3) obtención de los valores de las constantes de las fórmulas 
empíricas, que descriven los datos experimentales; 

14) obtención de las fórmulas emplricas; 

5) extrapolación e interpolación; 

6) determinación de las raices de las ecuaciones; 

7) otros problemas auxiliares. 

Para un tratamiento gráfico suficientemente preciso, es nece» 
sario, antes que nada, construir correctamente la gráfica inicial. 
Los requisitos para la construcción de la gráfica són semejantes 
en lodos los casos. Por eso, al principio veamos la representación 
de los datos experimentales en forma gráfica. 


$, Representación, gráica 
le los datos experimentales 


El método gráfico es muy conveniente e intuilivo para, repre 
sentar los datos experimentales. Como regla, los resultados del 
ensayo, al estudiar una dependencia cualquiera, se obtienen en 
forma de tubla, donde a cada valor de un parámetro x corres- 
ponde un valor determinado de otro parámetro y. De ordinario 
Conviene construir la grática correspondiente a esta tabla. Supo 
gamos, por ejemplo, que al estudiar la cinética de la descomposl- 
ción de NOs medimos la concentración de NiOs (en la solución 
de CI) en distintos instantes, donde el tiempo £ se cuenta desde 
cierto instante inicial, admitido por O, al que corresponde la con- 
centración inicial de N¿Os igual a cs En los instantes li, fa... 
S0%s lu +. las concentraciones de NzOs son respectivamente igua- 
lés'a 6 da. ..0, €u +. En la tabla 17 se dan los datos experimen- 
tales obtenidos para esta reacció 


Tabla 17 


Descomposición del N¿0; en CL, a 45€ 
Crencción de primer ordeo)) 


Si se toma el sistema de coordenadas rectangulares y se Iraza 
por el eje de ordenadas <, y por el eje de abscisas £, se obtiene un 
sistema de puntos en el plano (fig. 21). La escala por los ejes 


siempre hay que elegirla de manera que la gráfica ocupe aproxi- 
madamente un espacio cuadrado, es decir, la distancia entre los 


método intuitivo). Se puedo 
prescindir de esta regla cuando hay que distinguir una parte cual- 
quiera de la curva o cuando la precisión de la medición de una 
magnitud es mucho menor que la precisión de otra 

dimensión de la gráfica depende de la exactitud de los 
datos obtenidos y del Iratamiento a que debe ser sometida ulto. 


Represetación de los datos 
xjerimentales en la grália 


As 


riormente, No conviene construir una gráfica grande si los datos 
tienen poca exactitud. Por el contrario, para datos muy precisos 
la dimención de la gráfica se determina por el error admisible de 
las magnitudes que se obtienen en cl tratamiento gráfico. En este 
caso, cuanto más grande es la gráfica con tanta mayor exactitud 

ede realizar el tratamiento gráfico (hasta un limite determi- 
nado, claro está, vinculado con la exactitud de los datos iniciales) 
Existe la siguiente regla: se recomienda elegir la dimensión de 
a gráfica de manera que el error en la determinacion de las coor- 
lenadas del punto corresponda aproximadamente a las dimensio- 
us de da pequea cello del papel milimetrad. Sin embargo, 
para datos inexactos (lo que ocurre con bastante frecuencia) prác: 
ticamente no es posible seguir esta regla. En este caso, a veces 58 
indica directamente en la grálica el error de las coordenadas del 
punto, Irazando por él líneas vertical y horizontal, de modo que la 
distancia del punto hasta los extremos de estas líneas es igual al 
error en la correspondiente coordenada (véase la fig. 22; aquí se 
admile que el error en la magnilud x es igual 2 cero) 

La escala hay que lomarla de manera que se pueda trabajar 
cómodamente con ella. El caso ideal es cuando cada ceidilla del 


papel milimetrado corresponde a la unidad (a la décima o a la 
Centésima) de la magnitud que se mide. Sin embargo, de ordina- 
Sin no existe tel posibilidad de elección de la escala. Además, como 
fegla, la escala por abmos ejes suele sec distinta. En lodo caso, 
Se recomienda que por lo menos las décimas de las unidades fun- 
damentales de la medición contengan un número entero de cel- 

las. Por ejemplo. si por el eje de abscisas se llevan las tempo- 


di 
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Fig. 22, Designación de los ezsores en to | $ 
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taturas: 100”; 200; 300”, 400*, ete, conviene que el intervalo en 
100" se divida en 10 paries y que cáda parte contenga un número 
entero de celdilas (es decir, que sea posible la división ulterior). 
Está claro que depende en mucho del caso concreto, de la exacli- 
tud de los dalos y del objetivo del tratamiento gráfico. 
Conviene hacer notar también que no es absolutamente indis- 
sensable que el punto de intersección de los ejes de abscisas y 
z . 
2 » » 


coran 


E NE 


Fig. 23. Desplezamiento del origen de coordenadas al constrale lo grálica: 


dfreio, 1) Correcto 


de ordenadas de la gráfica tengan coordenadas (0, 0). En muchos 
casos conviene Iransladar el origen de coordenadas a un punto 
Sibitrario para utilizar totalmente el Area de la gráfica (véanse los 
esquemas de la fig. 23). 

De este modo se obtiene un cierto conjunto de puntos en el 
plano. Estos puntos se unen por una curva suave de manera que 
Ello pase lo más próximo posible de todos los, puntos (fig. 24). 
Aveces algunos puntos pueden “quedar fuera". En estos Casos 


de ordinario se considera que la caída afuera se debe al erroc del 
experimento, es decir, se supone que la curva debe ser "plana" 
y 50 contener “puntos singulares”, y el punto que quede fuera se 
desprecia. Sin embargo, esto se puede hacer solamento e 
casos bastante estudiados, cuanto no hay porque esperar 
sición de tales puntos singulares. Dicho con más rigurosidad, en 
cada caso particular hay que investigar sl es correcto despreciar 
Sl punto (séase cp. VI 

Generalmente la curva se traza por los puntos a ojo, mediante 
una plantilla de curvas o con una regla metálica llexible. La 
experiencia demuestra que con la correspondiente práctica este 
método es sufiiememente precio y da un resultado próximo al 
ue se obiiene por el método de los cuadrados minimos (cuando 
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es posible la aplicación de este úitimo), especialmente si la grá- 
fica es una recta. La operación del trazado de la curva por los 
puntos experimentales se ¡lama “aplanamiento” de los datos 


experimentales (en este caso es un aplanamiento gráfico), Esta 
operación incluye inevitablemente ¿un elemento subjetivo y, evi 
dentemente, da lugar al cambio de la función verdadera (desco- 
nocida) por una cierta función aproximada. 

De este modo obtenemos la representación gráfica de una fun- 


o util 
líticos) 
ditectamente los puntos experimentales iniciales, especialmente 
sí la exactitud de los datos es pequeña y la operación de trazado 
vela gráfica resulta muy arbitraria. 

La función obtenida por el aplanamiento gráfico permite de. 
terminar los valores de e para todos los valores de l, comprendi. 
dos entre los puntos extremos, es decir, realizar la interpolación 
fila oblención delos valores intermedios desconocidos de la 
función por los valores extremos conocidos). Conviene hacer notar 
una vez más que no en todos los casos tal operación es correr 
Sólo cuando se sabe previamente que se debe obtener una fa 


ue 


lisa” se puede utilizar este método de interpolación. En realidad, 
generalmente “operamos con funciones convenientes para ese 
Objetivo, pero se pueden tropezar con casos en que el trazado de 
la curva suave por los puntos es uns tarea compleja y dispar. 

La construcción de la gráfica directamente por los datos expe- 
rimentales es la primera etapa (y no siempre indispensable). La 
representación del conjunto de datos experimentales tabulares en 
forma gráfica frecuentemente no es suficiente, siendo el objetivo 
principal la obtención de la fórmula empirica y la determinación 
de sus conslantes o la verificación de la aplicabilidad de la for 
mula teórica (a pesar de que trecuentemente la gráfica es simple: 
mente ilustrativa y de por si es de valor, caracterizando cual 
livamente la dependencia entre las magnitudes) 

A veces surgen otros problemas: por ejemplo, hallar por la 
peólica de la función y = (60) la derivada deldz = [(a) como 
función de x. Esto se puede realizar, por ejemplo, gráficamente, 
Desde luego, si se tiene la fórmula empírica y =q(x), se puede 
obtener el valor analítico de la derivada, Sin embargo, hay que 
tener en cuenta que, en general, si la fórmula empírica describe 
bien la función verdadera, eso no quiere decir que la derivada de 
la función empirica describirá tan bien la derivada de la función 
verdadera, Además, no siempre es posible obtener una buena 
fórmula empírica, y frecuentemente hay que conocer la derivada 
de la función, dada eu forma gráfica. En tal caso se recurre a la 
dilerenciación gráfica. 


$2. Dilerenclación gráfica 


El ejemplo dado en el párraio anterior indico cómo hallar 
gráficamente la dependencia entre la concentración de N¿Os (c) 
y el tiempo de la reacción (1). Sh , en este caso la mag: 
nitud más interesante es la velocidad de la reacción (dc/de) y su 
ley de variación durante la reacción. La magnitud de (dc/dt) como 
función de £ (y por lo tanto, también como función de e, puesto 
que se conoce la dependencia entre e y £) se puede delrminar 
Aproximadamente por diferenciación gráfica. 

Existen unos cuantos métodos de diferenciación gráfica. Todos 
ellos se reducen a hallar las tangentes a los puntos de la curva 
y determinar la tangente del ángulo de inclinación de estas Lan+ 
gentes (igual al valor de la derivada en el punto dado). 

El método más simple y frecuentemente utilizado, cuando no 
se requiere gran exactitud, es la determinación de la tangente en 
el punto dado mediante un espejo. Con ese objelo se toma un 
espejo plano de lados sulicientemente rectos para que se pueda 
utilizar como regla. El espejo se pone con el borde en el papel, en 
el que se ha trazado la curva, de manera que el borde del espejo 
cor su lado anterior pase un poco retirado del punto, por el cual 
se dede trazar la tangente (hay que retirarlo lo necesario como 


sr 


para que a línea trazada con un lápiz pase exactamente por ese 
Punto). A continuación se gira el espejo bre su eje perpendicular 
al plano del papel hasta que el reflejo en el espejo resulte a con- 
tinuación de la porción de curva dispuesta ante el espejo. En este 
€aso hay que lograr que la yuxtaposición a ojo de la porcion real 
de la curva y su rellejo sea la máxima posible. Cuando se ha en- 
contrado tal posición del espejo se traza la línea por su borde, y 
luego se traza la olra linea perpendicular a la primera y que pasa 
por el punto dado. Esta segunda linea precisamente será la tan- 
ente en el punto dado. 

Para hallar la tengente del ángulo de inclinación de la tan- 
gente hay que tomar la relación de las longitudes de los dos 
segmentos a y b (véase la fig. 25), medidos en las escalas de los 


Pig. 25, Determinación de la pendiente 
la tampones 8 coros 
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ejes de coordenadas correspondientes x e y (19 == 0/b). Se re 
comienda tomar los segmentos a y b bastante grandes, puesto que 
esto disminuye el error relativo en la determinación de su longi- 
lud, y, por lo tanto, el error en la determinación de la tangente del 
ángulo a. Hay que prevenirse de la medición directa del ángulo 
(por ejemplo, con transportador) con la determinación ulterior de 
la tangente por las tablas, puesto que el ángulo, evidentemente, 
dependerá de las escalas de los ejes, y sólo cuando la escala de 
ambos ejes es el mismo (es decir, en la unidad de longitud hay 
una cantidad idéntica de unidades de x e y). el ángulo medido 
'irectamente es Igual al ángulo de inclinación verdadero. Sin em- 
bargo este es un caso particular raramente encontrado, 

Método de los segmentos finitos. El mitodo más rápido y su- 
Ueientemente puciso de determinación dela derivada en el punto 
ado es el método de los segmentos finitos. Supongamos que se 
ha dado la curva y = F(2), Como ejemplo lomamos la curva e 
== c((), representada en la fig. 26 fla misma curva que la de la 
Hg. 24). Dividimos el eje £ en segmentos Af, (estos segmentos se 
pueden tomar desiguales, es decir: más cortos donde la curva 
tiene una gran pendiente, y más largos donde la pendiente es pe: 
queña; la elección de la longitud del segmento Af se determina 
por ¿na sere de factores, fandamentelmente por la exactitud de 

los datos y el tipo de función; más adciante se expondrán algunas 
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consideraciones al respecto). De los extremos de cada segmento 
M4, trazamos rectas paralelas al eje c. Ellas intersecan la curva 
e = cl£) en los puntos a, y ass. Por estos puntos trazamos las 
rectas paralelas al eje f, y obtenemos sobre el eje c los segmen- 
dos Ac, Por el teorema de Lagrange 
2 a a 08100 de, 

donde 0< 9 < 1, es decir, la relación de los incrementos finitos 
+s igual a a derivade en un punto intermedio. Surge la pregunta: 
da qué punto corresponde este valor de la derivada? Rigurosa- 


Flg_26. Dilereciación gráica por el 
Imáloco de os segmenlo 1 


ente, Bste pertenece al punto en el que la tangente es paralela a 
la secante del arco 0:0,,,. Sin embargo, prácticamente se puede 
utilizar uno de los dos métodos siguientes de atribución de la 
derivada. 

De acuerdo al primer método Acu/At, corresponde al centro del 
intervalo B£,, es decir al punto t,-+ 3£42, donde 8 == 1/2 A este 
valor de lu abscisa corresponde un cierto valor de la ordenada ¿a 
que se encuentra dentro del segmento Ac;. la que, evidentemente, 
se hala con facilidad grálicamente. De Exe modo, se puede 6 
eribie 


Generalmente este método se utiliza en la diferenciación grá 
sica. Hallando una serie de valores aproximados de la derivada. 
errespondientes a los centros de los Intervalos At, oblenemos la 
Sucesión de puntos por los cuales, 3 continuación, Se puede (razar 
ln curva suave. 

El segundo método es completamente análogo al primero, sólo 
que el valor de Ac/A, corresponde al centro" del segmento Ac, 
Vio 21 centro del intervalo Af. En tal caso, 

Se pde 
A 
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Si el arco es próximo al arco de circunterencia, la derivada puede 
corresponder al “punto medio” del arco, que se encuentra del si- 
guiente mado. 

Del centro de la secante levantamos una perpendicalar hasta la 
intersección con el arco. El punto de intersección será precisa: 
mente el “punto medio”. Si el arco es realmente un arco de la 
«circunferencia, el punto medio lo divide por la initad. Sin embargo, 
este método requiere mucho tiempo con poco provecho en la xac: 


En principio las diferencias finitas se pueden hallar de las 
tablas, sin gráfica. En este caso la magnitud Af se determina por 
la distancia entre mediciones contiguas. Pero, si los datos no son 
muy exactos, en muchos casos conviene realizar prevismente el 
“aplanamiento” gráfico. 

Vamos a suponer que la magnitud Ay/Ax se puede medir con 
Una brecisón itada, y todas las desvlacones del valor verda 
ero de la derivada se deben sólo al tipo de función, que determina 
la curvatura, Luego, en forma general se puede estimar el error, 
que ocasiona el cambio de dy/dx por Ay/Ax. Veamos esta estima: 
ción para cuando el valor de la derivada corresponde al centro del 
segmento Ax,. Además vamos a considerar que operamos con Una 
función exacta y no aproximada (es decir, tento las diferencias fi 
nilas como las derivadas se determinan para la función dada co- 
nacida analiticamente). Supongamos que al centro del intervalo 
Ax corresponde un cierto valor x, En tal caso, los puntos extremos 
del intervalo Ax tienen abscisas (£ — x/2) y (x + Ax/2). Al in: 
tervalo Ar corresponde en el eje de ordenadas el intervalo Ay, 
igual a 


ay (+ E) (05). vio 


Hay que determinar 3y/Ax. Utilizamos el desarrollo de J(x + 4x/2) 
y [(x— 4x2) en serie, en el punto x: 
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Por a fórmula (VI. 1) 


o Cai 
AA + 
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De donde 
A AA VA 


Para Ax suficientemente pequeños, si las derivadas superiores no 
introducen una aportación considerable, los términos correctores 
son pequeños y 


Es «vt 


donde el punto x corresponde al centro del intervalo 
siempre 


“ente que para la lunción lineal y la parábola cuadráti 
de (4 
(2, 


Como ejemplo concreto veamos la ecuación de la velocidad de 
reacción de primer orden, por ejemplo, la reacción de descomposl- 
ción del NaOs. Supongamos que conocemos la gráfica exacia de 
Ía función € e c(¿) y la expresión analitica exacta para la deri- 
Vada de/dl en cualquier punto. Hay que hallar el ertor de la mag 
nilud de Ae/A/, que se halla por iilerenciación gráfica, Este error 
se puede estimar por la fórmula (VII 2), así como, directamente 
comparar la magnitud de Ac/At con deldt, determinada por una 
fórmula analitica. Por delinición. para la reacción de primer or- 
den tendremos 


dede 
Le la 


ilonde x es la concentración del producto final. 
Hallamos las derivadas superiores 


de. me LE pet 
Far a 
Análogamente E 
PF“ 


Uuilizamos la fórmula (VIK-2) 


Introducimos la notación 


a 


En tal caso, 
O li 
E (A 
Cabe hacer mofar que en esta expresión, evidentemente, no en- 
fran el liempo y la concentración, sin embargo, para At constante 
la dilerencia (dx/dl— Ax/X4) para distintos Instantes de la reac- 
ción será la función (dx/é/).. SÍ la reacción transcurre lentamente, 
el valor de 4 es pequeño, y si 41 también es pequeño, la diferen: 
cia entre Ax/A/ y da/dt es pequeña. El error relativo 
se de 


no depende del grado de transcurso de la reacción. 

Ysamos ejemplos umérios 

Ejemplo Vil. 1. Supongamos que la constante de la velocidad 
de reacción de primer orden es igual 4 01 min", y A/=1 mía. 
En este caso el segundo término del desarrolia es igual a Ep 2L 
el error relativo (según la fórmula antes escrita) cons- 
lituye sólo cerca del 0,01%, 

ara las reseiones más rápidas y para as porciones finitas 
de las curvas cinéticas (para £ grandes), donde la concentración 
varía lentamente y los intervalos entre mediciones A son grandes, 
el error debido al cambio de dx/dt por Ax/Al será mayor, pero lam: 
bién relativamente pequeño. 

Ejemplo Vil.2. Supongamos que se conoce la dependencia de 
la presión de vapor saturado respecto de la lemperalura en ln 
Íorma p = puerdinr. Hay que hallar dp/dT, De la gráfica de la 
lunción p = p(7) determinamos Ap/a7, ¿Se dilerencia mucho el 
valor obtenido de dp/dT y para qué porciones de la curva la diver- 
gencia es menor? Utilizamos la iérmula (VIL.2). Puesto que 


% a E 
Fon pe” 


Ra a. 
entonces 


iS 


Estimamos la corrección (el segundo sumando entre paréntesis). 
Supongamos que 7 = 300400" K, AA/RT =20 (el caso más 
desfavorable) y AT = 1". En tal caso en el corchete se obliene 


510% 80-10 400-10% = 32-107 y 1/24-32-10% = 
135-105, 
se 


es decir, la correc 
al 


nes de 0,15%. Es evidente que cuanto más 
es la temperatura, fanta menor es la corrección. Sin embargo, 
prácticamente es muy dificil medir la tensión de vapor a cada 
grado. Si AT = 10”, la corrección ya es de 15%. 

'Como demuestran los ejemplos, el error debido al cambio de 
aujdx por AyJax en las correspondientes condiciones para las 
funciones lisas y monótonas es pequeño, Los casos examinados 
son, sin embargo, idealizados. En realidad, además del cambio de 
dujdx por Ay/Ax, existen por lo menos dos fuentes más de erro- 
ñ 


1) el cambio de la función real o verdadera por una cierta 
aproximada (en este caso dyldx y Ay/Ax en principio se pueden 
diferenciar poco. pero la propia derivada tomada de la función 
aproximada): 

2) ln nexacitud sn la determinación de Aulas 

leamos como influye el cambio de la función real por la apro- 

Sólo en casos particulares es posible la estimación cuan- 
cuando se conocen el tipo de función, que describe la de- 
pendencia dada, y mediante algún método (por ejempla, el método 
de los cuadrados mínimos) están determinados los errores de los 
parámetros de esta función. Como ejemplo cxaminemos tna reac- 
ción de primer orden, La dependencia de la concentración de rea 
livo respecto del tiempo se describe por la fórmula 


emo, 


donde cs es la concentración inicial, La velocidad de reacción es 
igual a 


AS 


Pero, experimentalmente la función e = c(1) está determinada con 
cierto eror 
E 

Vamos a considerar que la variable independiente £ se mide sin 
error, Hay que determinar como se distingue dc/dt de de*/dt. Ha- 
Vamos 4e4de 
dE e Bee AR 

se (— có + c, Ak de h Ac), 
Puesta que consideramos que los errores son pequeños en compa 
ración con las mismas magnitudes, el producto AcsAk se puede 
despreciar. Del mismo modo procederemos en adelante 


IE (ed co Me ERE e 


cho deerscen(1 e SE 
CA a c,0R + RACjet (LM) 
"0 


El error relativo de la derivada es igual a: 


de _ de 
A pre al ET PTEARN 
bos a dl e 

ar 


Elegimos el caso más desfavorable, cuando los signos de los su- 
mandos son iguales(yéase el cap. IV). En tal caso, el errar rela: 
vo límite 


duce (43 4 060). 


De aquí se aprecia que el error varía a lo largo de la curva cinée 
tica, aumentando en su extremo. 

Si los errores Ak y Ace están determinados por el método de 
los cuadrados minimos, significa que ellos están promediados a 
lo largo de toda la curva, Pero si el tratamiento se realiza gráti- 
camente sin utilizar ecuación, en el caso general cada porción de 
la curva tendrá su error A£ y Ac», ademas, éste será máximo al 
comienzo de la curva cinética (puesto que de ordinario práctica» 
mente no es posible medir con suficiente exactitud la concentra: 
ción ul comienzo de la curva cinética) y al final de la reacción 
(de acuerdo a la fórmula dada antes, aquí será también grande cl 
tercer sumando); donde hay que medir pequeñas concentraciones 
(y pequeñas variaciones de la concentración). De este modo, para 
una estimación bastante buena del error de cambiar dy/de por 
dytidz hay que conocer la ecuación de la curva y el errar de sus 
parámetros. 

Por último, antes supusimos que 3y/Ax se puede determinar 
«con una exactitud ilimitada, Realmente, en el caso general esto no 
es cierto, SÍ la magnitud Ay/Ax se encuentra a base de la gráfica, 
su ertor depende de la exactitud con que se puedan determinar por 
la gráfica las magnitudes 3y y Ax. Sí ella Se calcula de los dalos 
Cabulares, su exacitud depende del número de cifras exactas (ver. 
daderas) (véase el cap. IV) de Ay y Ax. El error relativo Ay/x 
es igual a 


ta 


donde a su vez, por ejemplo, ey = esa + ey; (Ay = Y: — 11). De 
aquí se aprecia que, cuanto majores Son las magnitudes de Ay y 
Ax, tanto menor es el error relativo 8 ,y. Sin embargo, en este 


caso aumenta el error debido al cambio de dy/dx por Ay/Ax (véase 
el ejemplo VIL.2). Este error se puede estimar cuantitativamente 
por la Sórmulo (Vil. 2) aólo cuando se conoce (aunque Sea aproxi- 
madamente) la expresión analitica de la función y =/(x). Pero 
como se señaló antes (véase cl ejemplo VII. 1), para funciones 
suficientemente lisas, si la aportación de las derivadas superiores 
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es pequeña, el error originado por el cambio de dy/de por Sy/dx 
€s pequeño. Por eso, en estos casos conviene tomar los intervalos 
Sy y Ax bastante grandes (si es posible en un orden mayores 
ue tay Y £a:). No siempre se pueden tomar grandes ambos infer- 
valos imulláncamente. Todo se determina por las propiedades de 
la propia función. la que se diferencia, Como se indio antes, fre. 
cuentemente la magnitud que se lleva por el eje de abscisas 
(tiempo, temperatura), se considera convencionalmente exacta (es 
decir, la correspondiente magnitud de e es igual a cero) 

El valor aprosimado de la derivada no es indefectible que se 
halle gráficamente. La gráfica aplana los datos experimentales, lo 
que en algunos casos puede der lugar a una fuerte delormación de 
la dependencia funcional real. Por eso, generalmente se prefiere 
utilizar los datos experimentales fabulares para hallar 34/31, SÍ 
el valor de Ay/Ax lo referimos al medio del intervalo Ax, el es- 
quema de cálculo se puede representar así 


xa 


eto, 
“Todas las obsrevaciones hechas antes son apiicables a las mog- 
nitudes Ay/4s halladas de este modo. 


$ 3, Diferenciación analítica 


A la dependencia labular entre y y x oblenida por el ensayo 
se le puede aplicar también los métodos analiticos de diferencia» 
ción. Estos métodos son los más Simples si se tienen los valores 
de y para los valores equidistantes de x. Sin embargo, no siempre 
esto te cumple. Si los intervalos Ax son distintos, se" puede com: 
Binar el método analítico con el método de interpolación gráf 
es decir, construi la gráfica de y en función de x, trazar la curva 
Lcomo se describió antes) y uego de esta curva hala oz valores 
de y, correspondientes a los valores equidistantes de x. Este iné- 
dodo incluye un elemento subjetivo, por eso, la mejor es (cuando 
se puede) desde el comienzo medir a intervalos iguales de Ax. Se 
pueden aplicar también los métodos analíticos de interpolación 
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Existen unos cuantos métodos para hallar la derivada en los 
puntos dados cuando la dependencia entre y y x está presentada 
en forma de tabla. Aquí examinamos sólo un método elemental, 
pero suficientemente preciso, Este incluye también el "aplana: 
miento” de la curva, es decir, la consideración de los errores ac 
dentales, que dan tugar a la dispersión de los puntos. 

La hipótesis fundamental, en la que se hasa el método, se re- 
duce a que despreciamos la variación de la segunda derivada 
(diyidx") en los límites de cinco puntos medidos. Esto signifi 
que la porción de curva, comprendida entre los extremos de estos 
cinco puntos, la reemplazamos aproximadamente por la parábola 
de segundo orden: 


ymo+bi4or. 


punto x = 0, donde ella es Igu 
contiguos de x (paso de x) la designamos por A. Hallando el valor 
de la derivada en el primer punto (el tercero desde el comienzo), 
nos desplazamos en ft hacia la derecha por el eje de abscisas, 0D: 
Tenemos los siguientes cinco puntos (cuatro de ellos serán cómu- 
nes con el caso anterior), la nueva escala de x y hallamos la d 
rivada del punto siguiente (donde ahora, 0), ele. La esc 
de x para la parábola, evidentemente no debo colñcidir con la es- 
cala de x para la función examinada: desplazando en un, 
la derecha, cada vez oblenemos una parábola 
nueva escala. Para los des primeros y los dos últimos valores de 
aplica un método especial. que se describirá al final del pá- 


rrafo. 
Puesto que los datos experimentales contienen un cierto error 
accidental más, para determinar los parámetros a, b y e utiliza- 
mos el método de los cuadrados minimos. De acuerdo a este mé: 
odo hay que hallar la magnitud mínima 
2 ur 
mediante la correspondiente elección de los coeficientes a, 6 
Utilizando la ecuación de la parábola esta suma se,puede escribir 
detalladamente. Introducimos las designaciones: y. Y.,, ete. que 
son, los valores experimentales para los correspondientes 
le) valores de x (para simpleza admitimos que 
caso 


A A 


Ha Ala pode gd la + 204 de — y 
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Hallamos el minimo de esta expresión según b: 
LD 20204408.) (a 0404.) + 
+la+ohe— 3) +2(a4 2040 Ya 2. 


De donde 
O 


a EI 
ma e a 


donde x corresponde a la escala de la parábola. Si ahora pasamos 
a, a suala inicial x con el paso por x, Igual a A obtenemos la 
rula 


PT EAT EI E 


donde J(x) = y. Esta es precisamente 
ferenciación analítica de la función, 
Queda hallar el modo de determinar 1 
eros y dos últimos puntos. 

'En el comienzo de la curva se puede buscar la derivada por los 
cualro puntos, puesto que, como regla, en la porción Inell y 
varía más bruscamente (por ejemplo, al medir la cinética de la 
reacción). El problema se resolverá del siguieñte modo, 

Nuevamente suponemos que y == a + bx + cx?, donde 2 =0, 
1,2, 3y A = 1. Buscamos la suma minima 


uu)" 
La suma se puede escribir así: 
ela +04 ey la 20 4 dc — lt 
+04 30400 ya)! 


fórmula final para la dle 
da en forma de labia). 
derivadas en los dos pri- 


+) La exactitud de los cálculos de la derivada por esta depende 
de la función dl saetas" para las 


ur 


hallamos el sistema de ecuaciones normales: 


l—pta+o+c— a+ de 
—n+a+ 30400 y] =2 la +694 Me 
UA large yd o 00m 
Ha +90 4 270 — 3] =2/6a + 146 + 360 — y, —2y, — Sy] =0; 
¿Yue? 
EP 


9 Yale; 


=2l0+b4e— y + ta 4804 160 


— Aya + Da +27b + 8le — 9] = 
2 lda $360 + 90— yy — 49, —9y]=0. 
El detorminante de este sistema cun respecto a a, b y € es igual a 


13 5601 
5 1 %|=-s 
1 36 ost 


Hay que determinar 
em. y (2) mt 2e 
donde 


| IS 


A 


LI a 0 a od +7 
+ E 


o para un valor arbitrario de A 


PATATA AIN 


donde xo es el primer valor de la abscisa. Para el coeficiente e 
obtenemos. 


MENTRE 


(4), Una tte 


Para un valor arbitrario de A 
Pbro 1) UL E 40460 428160490. (y 1,99) 


ss 


En el caso de los dos puntos extremos procedemos del siguiente 
modo: enumeramos x comenzando del final, es decir al último 
punto xa le adjudicsmos el valor O, al punto'xy 1, el valor |, ele 
En tal” caso. las derivadas Fix) == — Pl), Pé 
= —P'(xa + £) y en las fórmulas (VIT. 33) y (VIL-3b) las magni: 
tudes f(x), [es 4 1, [(xa + 24) y [(xo + 3%) deben ser reempla. 
sados sespecivamene por 100, 10, [02 y 
A — 3h). 
+ Veamos a continuación ejemplos concretos, 

Ejemplo “VII.3a. Todas las magnitudes iniciales, que entran 
en este Cálculo son exactas. El problema consiste en' comparar el 
valor exacto de la derivada con las magnifudes Ay/ax y (dy/d)") 
(la derivada está obtenida por las [srmulos (VIL.3). (VIÍ.3a) y 
(Vil. 30)). Los valores de las dos últimas magnitudes están cal: 
culados para distinta anchura del intervalo Ax (respectivamente 
para diferente magnitud de A). En las tablas 18 y 19 se dan los 
Fesultados del cálculo para las reacciones de primero y segundo 
orden respectivamente. Las magnitudes de A y co se han tomado 
arbitrariamente para que el cálculo sea más simple. En la primera 
<olumna de ambas tablas se dan los tiempos de Iguales intervalos; 


Tabla 18 


E2E 


AS 


2oaa 


10 o) 


19 


Fubla 19% 
(CMA 


SERE NTRE CERES cent aS 


i 
| 
| 


(eg 1, 


lomos de Jereats gra ecións les 10 ch 0 1 
e a 


en la segunda colunma, las concentraciones corrientes, calculadas 
por las correspondientes fórmulas; en la tercera columaa, los va: 
ores exactos de la derivada (velocidad de reacción), en las demás 
columnas se dan los valores de Ac/8£ y (de/d()”; además, se in: 
dica la magnitud del Intervalo Af o A, que se han tomado al cal- 
cular estas magnitudes. 

De ambas lablas se aprecia que incluso para grandes valores 
de Af (respectivamente de h) el error debido al reemplazo de la 
velocidad real por una magnitud aproximada 10 es grande. Se 
aprecia también que, este crror depende de la función dileren- 
cisble (para la reacción de segundo orden el error es mayor). En 
Toy siguientes árralos nos referiremos nuevamente las fablas 18 
y 19. Sin embargo, ya se puede señalar que hasta los gradas de 
iransformación —30—40% las curvas cinéticas de ambas reaccio- 
nes son próximas, es decir, para datos experimentales no muy 
exactos no se puede distinguir por la porción inicial la reacción 
de primer orden de a reacción de segundo ordca. 


Ejemplo VII.3b. Ahora veamos el tratamiento de los datos ex- 
serimentales, dados en la tabla 17 y en las figuras 21, 24 y 26. En 
la segunda columna de la tabla 20'se dan los valores de las con- 

centraciones corrientes, obtenidos por interpolación de la gráfica 
para tiempos equidistantes. La constante de la velocidad de reac- 
Sión, elculada Por el mado de los cuadrados mínimos, es Il 
a 6,3210 s”. En la tercera columna de la tabla se dan los valo- 
res de la concentración, calculados por la ecuación de primer or- 
den para co == 2,33 (para la reacción de primer orden las unida- 
«és de concentración son insignificantes). En la cuarta columna 
se encuentran los valores de Ac/S! para Af = 200 $. En la quinta 
Ghitmina están los valores de (dc/80),calculedos por las fórmulas 
(VIL.3): (VII. 3a) y (VIL.30) para lá =.100 s. En la sexta co- 
uma se dan los valores de la velocidad de reacción, calculados 
Tabla 20 
solución de CCl, 
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6 ara cada ya 
Do de Dela taba se aprecia que la lerencia en 158 magnitudes 
de la velocidad, calculadas por distinios málodos, es pequeño, con 
escepción de las porciones nical y Final, como ete de espera 

En la fig. 27 Se ha construido por los datos de la tabla 20 la 
rálica de la velocidad de reacción e en función de la contentea: 
ción. Aqui se ve claramente la dispersión de los puntos al 60. 
mienzo de la reacción y la desviación sistemática de la curva 186 


e 
Ñ 


y 


7 0 45 24 E 


reacción está vinculada, 
por la visto, con ciertos procesos secundarios, puesto que, como s8 
aprecia de la tabla, al fínal de la reacción se observan desviacio- 
nes de la concentración real con respecto a los valores que ellas 
tendrián sl la reacción continuara hasta el final por el primer 
orden con una misma constante de velocidad. 

En la fig. 28, también por los datos de la tabla 20, se ha cons- 
truido la gráfica del lg v en función del Ig c para los valores de 0. 
obtenidos de las diferencias finitas y por la fórmula (VII 3). La 
recta corresponde a la dependencia teórica para la reacción de 
primer orden (con un ángulo de inclinación de 45%. Aqui tam- 
bién al comienzo y al final se observa la dispersión, aunque, en lo 
fundamental, la reacción sigue bien el primer orden: 

Por último, en la fig. 29 se muestra la rectificación en las coor- 
denadas de las ecuaciones de primero y segundo orden. De la 
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figura se aprecia que en las coordenadas de la ecuación de primer 
orden se rectifica en toda la curva cinética, excepto la porción 
final (aproximadamente hasta el 85% de la transtormación), 
mientras que en las coordenadas de la ecuación de segundo orden 


Fig. 28, Representación de los de- 
tos cinátcos en coordenadas lo: ¿77-77-7777 15 


roximadamente hasta el 50% de la transformación, 
mitad do la reacción (aunque se puede notar 
que la dependencia no es totalmente líncal). De este modo, con- 


3007 BR ts 


viene subrayar una vez más que, sobre el orden de la reacción se 
puede sacar conclusión sólo basándose en el tratamiento de una 
porción considerable de la curva cinética. 

El ejemplo expuesto demuestra que la diferenciación gráfica 
y sl cálculo por la iórmula de interpolación (VII. 3) dan resul- 
tados suficientemente seguros, que se pueden aplicar para el tr 
tamiento ulterior. Es evidente que, la exactitud de estos result 
dos depende esencialmente de la exactitud de los datos experimen: 
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tales. En el ejemplo se utilizaron datos que tienen una exactitud 
relativamente alta para las investigaciones nálicas. 

Ejemplo VIL.4. En conciusión estimamos el error de Ac/Al, 
yincilado con la lectura inexacta de la magnitud Ac por la gr 
fica (a la magnitud de £, y, por lo tanto, también la de AL la 
consideramos convencionaimente exacta). Él error de la determb 
mación de e por la gráfica es aproximadamente de 0,005 (Mig 24). 
En tal caso, puesto que 


AS 


obtenemos 
1) para d== 5005 Al=2005, Br 


D para 125005 1400, daa 2 103 


Recordemos (véase el cap, IV) que por este método determinamos 
el error límile. En realidad, como se aprecia de la table 20, ol 
estor puede ser menor (el error se determina como desviación de 
la magnitud, calculada por diferenciación gráfica, con respecto al 
valor leórico para una constante dada de la velocidad). 


$ 4. Fórmulas empíricas 


La fórmula que describe un conjunto dado de puntos expert- 
mentales, pero cuyos parámetros en general no tienen sentido fl. 
sico se llama empírica. Más aún, de ordinario esta fórmula se 
cumple sólo en un cierto intervalo, jente estrecho, de va 
riación de una de las variables y es inaplicable fuera de este inter. 
valo, Como ejemplo se puede exponer la representación de la de- 
pendencia de la capacidad caloriica de la temperatura en forma 
de serle: 


aq dT Ho, 


donde los coeficientes a, 0, y € se eligen empiricamente, mediante 
el correspondiente tratamiento de los datos experimentales (por 
ejemplo, por el método de los cuadrados minimos). En las tablas 
donde se dan los valores de estos coeficientes, de ordinario "se 
indica la temperatura del intervalo, para el cual estos valores se 
cumplen. Este es un ejemplo típico de fórmula empírica. 

leamos otro ejemplo. La dependencia de la tensión de vapor 
de la temperatura para un intervalo de temperatura estrecho se 
Puede representar por la fórmula 


leo=A-L. 


donde los coeficientes A y B se determinan de los datos expert- 
mentales, En este caso, la fórmula empirica coincide con la fór- 
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mula teórica aproximada, obtenida de la ecuación de Clausius — 
Clapeyron. 


lo=-= hp +0. 


donde A es el calor de evaporación, y C, una constante. A veces 
ara la tensión de vapor se utilizan las fórmulas empiricas, en 
las que entran fres constantes, por ejemplo (ecuación de Antoine) 


Generalmente las fórmulas empíricas se hallan por el método 
de selección, En este caso se utilizan frecuentemente los métodos 
grálicos, especialmente en la etapa preliminar. Algunos de estos 
métodos se describirán en el siguiente párrafo. Muchas veces se 
hace dificilisimo hallar una buena fórmula empírica. La represen» 
tación de la función, que describe los datos experimentales, en 
forma de una serie de potencia no siempre es conveniente, puesto 
que no siempre la serie converge rápidamente. 

Frecuentemente al clegir una fórmula empírica se puede partir 
de la suposición de que el conjunta de alos experimentales fenidos 
se describe por una de las fórmulas teóricas conocidas o fórmula 
próxima a la teórica. Por ejemplo, al examinar la cinética de una 
feacción cualquiera, si la curva cinética (es decir, la función 
ese e(0,6 X= x(0)) o tien puntos e inflexión, se puede supo: 
ner que la velocidad de reacción obedéce a la ecuación elemental 


de 
Gro, 


onde » es el orden aparente de la reacción o, en el caso general, 
simplemente un parámetro empírico, De este mado, «l problema 
se reduce a determinar los parámetros k y n. La fórmula expuesta 
Se puede considerar como teórica y como empisica sl se logra por 
un 'método suplementario cualquiera (por ejemplo, mediante la 
consideración de mecanismo supuesto de la reacción) fundamentar 
el valor empírico dado del número n. Especialmente esto concierne 
al caso en que n toma valores Íraccionarios. De esta manera, no 
sempre existe un lí preciso ene ls fórmulas empíricas y as 
deórica: 

Se puede dar otro ejemplo. Muchas isolermas de adsorción de 
gases y vapores en adsorbentes sólidos se describen (por lo menos 
En un intervalo considerable de presiones) por la ecuación de 
Langmisr 


donde a es la cantidad de sustancia adsorbida, p es la presión de 
esuílibrio el vapor, es el coeficiente de uúsorión y A, una cons- 
ante. 
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Debido a su simpleza esta ecuación se utiliza frecuentemente 
al considerar la cinética de las reacciones heterogéneas catálicas; 
además, en muchos casos da lugar a la concordancia con los datos 
experimentales. La ecuación de Langmiar se deduce figurosa: 
mente, basándose en hipótesis completamente determinadas: la su: 
perficie del adsorbente es energéticamente homogénea, la adsor. 
ción se produce sólo en la monocapa, no existe la interacción entre 
las moléculas adsorbidas. Sin embargo, en una serie de casos re: 
sulta que el calor diferencial de la adsorción no permanece cons- 
lante (como tendría que ocurrir si la superficie fuese homogé. 
nea) con el crecimiento de la cantidad de materia adsorbida, s/no 
Que decrece, lo que atestigua a heterogeneidad de la supertici. 

1 mismo tiempo, la ecuación de Langmiur puede describir bien 
la isolerma de adsorción. Es evidente que, en estos casos, ella no 
es más que una ecuación empírica. Por lo tanto, incluso cuando 
la ecuación está deducida teóricamente, hay que examinar suple- 
mentarlamente si su aplicación no es puramente formal 

Conviene examinar los métodos de selección y verificación de 
las fórmulas sin dividir éstas en teóricas y empiricas, puesto que 
en la mayoría de los casos estos métodos serán generales. 


$ 5. Selección de fórmulas y verificacion 
de su aplicabilidad 


Los, métodos de selección de las fórmulas más convenientes 
y rápidos para describir los datos experimentales son los méto: 
dos gráficos. El primer paso es la construcción de la grálica, Ya 
de la gráfica se puede hacer una serie de deducciones prelimina- 

pero muy útiles: sila curva es monótona o contiene máximos, 
mínimos o puntos de inflexión, si hay puntos dudosos fuertemente 
decrecientes, que convienen suprimir antes de seguir el (rata: 
miento, si concuerda el carácter de la curva con la dependencia 
teórica esperada, ete 

A continuación se puede buscar la fórmula empírica o verili- 
car las fórmulas teóricas. Como regla, esto se efectúa por selección 
de las correspondientes coordenadas, en las que la dependencia 
dada se hace lineal (aunque sea en una cierta porción). Este es 
un método general, el más difundido. aunque no siempre sulicien- 
temente perceptible (véase el ejemplo VII. 4, comparación de las 
reacciones de primer y segundo orden). Es evidente que la rect- 
ficación de la dependencia experimental en algunas coordenadas 
da simultáneamente la fórmula empírica y permite determinar los 
parámetros de esta fórmula, Veamos los siguientes ejemplos. 

Ejemplo VII.5. Supongamos que medimos la tensión de vapor 

rentes temperaturas y obtuvimos la tabla: p, — (,("C). Con 
,zón se puede suponer que estos datos se describen aproximada- 
iferte por una iórmula del tipo: 


lap: 


2 
h+a. 


Para que la gráfica sea lincal tomamos el sistema de coordenadas 
lg p— 1/T, donde T es la temperatura absoluta, En efecto, si los 
datos son suficientemente exactos y el intervalo de lemperatura 
es estrecho, se obtiene la dependencia lineal. En realidad ella no 
es completamente lineal incluso en un intervalo estrecho de tem- 
peraturas, pero el método es insuficientemente perceptible para 
tovelar una suave pendiente. 

Si el intervalo de temperatura es ancho, se manifiesta la pen- 
diente, es decir, la fórmula tiene una aplicabilidad limitada (lo 
guíe se deduce también de la teoría). De la gráfica se puede hallar 
fácilmente los valores de A y B; B es la tangente del ángulo de 
inclinación de la recta al eje 1/7, y A es el segmento intersectado 
en el eje de ordenadas (este segmento se determina lácilmente de 
la semejanza de triángulos, puesto que es inconveniente construir 
la gráfica hasta cortarse con el eje de ordenadas para 1/T m0, 
dudo que en este caso ln “parte Uli” de la grálca ocuparía una 
porción infinitamente pequeña). 

Ejemplo. VII. 6. Supongamos que se ha obtenido la curva ciné- 
tica € = e(1). Consideramos que la ecuación de la velocidad de 
reacción se puede escribir en la forma 


re 


Hay que verificar sí esto es correcto, es decir, si se puede hallar 
tales constantes A y n, para las cuales esta ecuación describa los 
datos experimentales. Existen dos métodos: el integral o método 
de selección, y el diferencial 

El método integral consiste en que la ecuación se integra para 
los valores de n iguales a l; 2; 3, 1/2; 3/2, ete. y cada una de las 
fórmulas obtenidas se verifica si es aplicable. Por ejemplo, cuando 
n= 1, oblenemos 


h=jint 
donde cs es la concentración inicial. Si por el eje de ordenadas 
se lleva el lg € y, por el de abscisas, el valor de £, en el caso de 
aplicabilidad de la fórmula tenemos que obtener una dependenci 
lineal. Si la dependencia se obtiene no lineal, significa que +1. 


Entonces suponemos que n == 2, En este caso 
ñ 


mill, 
Si por el eje de ordenadas se lleva 1/e y por el eje de abscisos £, 
en la gráfica se debe obtener una recta. Si no se obliene la recta, 
significa que n 2% 2, ele. Como se señaló en el $ 3la porción inicial 
de la curva cinética no permite determinar univocamente el orden 
de la reacción. Por eso, con tales cálculos hay que utilizer un In- 
tervalo de concentraciones lo más amplio posible. Además, los 
datos cinéticos generalmente son poco precisos. De este modo, para 
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un juicio terminante sobre el orden de la reacción se puede nece- 
sitar una verificación minuciosa adicional. 

El método diferencial es sencillo y con un trabajo prolijo no es 
menos preciso. De la gráfica £ = c(/) hallamos por diferenciación 
gráfica (por ejemplo. por el método de los segmentos finitos) los 
valores de (—Ae/X) 2: 0, que es la velocidad de reacción 
distintos valores de £ (y, respectivamente, de e). De la ecuación 


Lomo 


por logarilmación hallamos. 
Igo=Igk+nigo 


En la gráfica llevamos por el eje de ordenadas Ig, y por el eje 
de abscisas Ige. Si la ecuación elemental para la velocidad de 
reacción es aplicable, debe obtenerse la recta (véase la fig. 30 en 
la pág, 163). Los parametros £ y n se hallan direciamente de la 
prálica. 

Aquí cabe hacer la siguiente observación, Hay muchos casos 
cuando por uno o ambos ejes se llevan los logarítmos de ciertas 
magnitudes, En este caso se recomienda utilizar respectivamente 
papal semilogarimico o Jogarmio. Este papel tino rayada una 
red irregular, por uno o dos ejes de la cual está marcada la escala 
logarítmica y designadas las cas a cayos logaritmos corrs- 
ponden las divisiones dadas. Mediante este papel se puede deler- 
minar rápidamente si la curva dada se rectilica en coordenadas 
semilogarítmicas o logarítmicas, pero no conviene util 
una determinación precisa de los parámetros de la fórmula empl 
rica o leórica, puesto que se puede equivocar fácilmente en escala 
Ja demás, no se puede determinar con bastante precisión la iongl 
tud de los segmentos. (Para determinar, por ejemplo, la tangente 
del ángulo de inclinación de una recto, ya no se pueden ublizar 
hay que medir la longilud de los segmentos co 
hallar la relación. Además, en el caso del papel logs 
escalas por ambos ejes son automáticamente concor- 
dántes gracias a la logaritmación) 

», después de establecer que la curva se rectifica en co- 
logarílmicas, hay que Irazar esta recta en papel mil 
metrado, llevando por los ejes los logaritmos, de las magnitudes 
y Juego determinar. para esa recta, ls parámútos dela reuación. 

ero, para una determinación definitiva y más prolija de los pará. 
ielros de la ecuación empirica y sus errores en todos los casos 
hay que utilizas el método de los cuadrados mínimos. 

Ejemplo VIL.7. Verificación de la aplicabilidad de lo ecuación 
de Langmiur. Para rectificar la fórmula de Langmiur se la re- 
presenta en una de las dos formas: 

ñ 


: 
+ 


a bien 


+2 


En el primer caso por los ejes de coordenadas se llevan 1/a y Mp, 
y en el segundo caso p/a y p. Como ya se dijo, la obtención de li 
dependencia lineal en estas coordenadas no significa que el empleo 
de la fórmula de Langmivr se justifica teóricamente. 

El método analítico, casi universal, de selección de la Fórmula 
émpirica se reduce a representar la dependencia observada en el 
ens por un polinomio de cielo grado (Sependiente de la ae: 
kitud requerida de les magnitudes que se calculan) con la deler- 
minación ulterior de las constantes (por ejemplo, or el método 

mínimos). Como se recordó, las series exponen- 
io no convergen con suficiente rapidez y se hace 
necesario tomar un gran número de términos, El uso de este mé- 
fado no presenta Giiculades de principios, sin embarco, ire un 
inconveniente importante más, consistente en que los coeficientes 
del polinomio, como regla, no tienen un sentido claramente físico 
o son magnitudes complejas. 

“Como ejemplo se puede dar la ecuación de estado de un gas 
real en forma virial. Los coeficientes viriales (coeficientes del 
desarrollo de la magnitud pO/RT en potencias de 1/0) según la 
Aeoría estadistica molecular se expresan de un modo complejo por 
el potencial de la interacción intermolecular, y prácticamente tam. 
bién dependen de qué término se interrumpe la serie (que en prin: 
cipio debe ser infinita; sólo un cierto sentido teórico se puede dar 
a los coeficientes de la serie infinita, con la cual, en realidad, no 
es posible realizar cálculos concretos). 

Los fórmulas empíricas se utilizan no sólo para la representa- 
ción analítica de los datos experimentales y para verificar las hi- 
pótesis teóricas, Ellas pueden servir también para obtener una 
cierta información nueva, que no se puede sacar directamente de 
los propios dalos experimentales, por ejemplo, para determinar las 
magnitudes que, en principio, no se pueden medir en el ensayo. 
pero que fienen un gran valor teórico y práctico. Examínemos este 
Caso en el ejemplo de extrapolación lineal gráfico 


$ 6. Extrapolación gráfica 


Se llama extrapolación a la propagación de la dependencia 
funcional, hallada para una cierta región limitada de valores del 
argumento, fuera de esta ¡Como se demostrará más adelan- 
to, medianie la extrapolaci pueden obtener tales datos que, 
en principio, mo es posible conseguir por medición directa 

esde el punto de vista físico la extrapolación, dicho estricta- 
mente, no es una operación completamente licita, puesto que su- 


159 


ponemos que la dependencia funcional dada se conserva fuera de 
los límites del intervalo estudiado, aunque para tal suposición a 
veces no existen suficientes bases. La únice base puede ser la 
seguridad de que la naturaleza fisica del fenómeno no varia. En 
olras palabras, la extrapolación consiste en contestar a la pre: 
guna; ¿que sucedería sí ta dependencia hallada se conservaso 
también fuera de los límites de la región estudiada? En este caso, 
en la extrapolación se incluye frecuentemente la transición limito: 
Prácticamente, la extrapolación es muy útil en muchos casos, € 
incluso es el único método de obtención de los datos necesarios. 
Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo VIL.S. Velocidad inii 
las reacciones quimí 


catalizador puede variar durante el proceso. Por eso, la caracte» 
ice, más libre de complicaciones, de la reacción, que telleja su 
cinética real, es la velocidad de reacción cuando (<= Ó, o la lla- 
mada velocidad inicial. Evidentemente no es posible determinara 
experimentalmente. Como regla, incluso los valores de Ac/Af 
próximos a ella, para 1 pequeños, se determinan con exactitud muy 
psueña (véase el ejemplo VII 3) debido a dificultades puramente 
iécnicas. Además, la diferenciación gráfica en la parte inicia) de 
la Curva, También, da lugar a grandes errores (vénse el ejem 
lo VII 3) 
UOSin embargo, en muchos casos la velocidad inicia! se puede 
determinar por extrapolación, El caso de extrapolación óplima 
más exacta (y gráficamente, el único posible) es la extrapolación 
lineal, cuando la dependencia funcional en determinadas coorde» 
nadas se expresa por una recta, aunque sea en una cierta porción 
en el límite con la región en la que se realiza la extrapolación. 
Supongamos que en un cierto intervalo de concentraciones, 
proximo al comienzo de la reacción, se cumple (aunque sea for: 
malmente) la ecuación 


En este caso, los puntos experimentales, como se demostró en el 
árralo anterior, se encuentran sobre la recta de coordenadas 
[go =ige Sise supone que la dependencia Hna] se constrva 
hasta el comienzo de la reacción (y la concentración inicial ca), 
se puede continuar la recta hasta el punto correspondiente a la 
Concentración inicial y al tiempo 1=0. A esie punto corres 
ponde la ordenada de lg vo, de donde se puede hallar la velocidad 
inicial vo. Este es un caso elemental de extrapolación lineal. (Es 
evidente que si se conoce exactamente la ecuación de la velocidad 
de reacción, no es necesaria fal extrapolación). 
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Cuando en las coordenadas indicadas no existe una dependen- 
cia lineal, se puede utilizar la extrapotación analítica. Para ello 
representamos la concentración como una función del tiempo en 
Torma de una serle exponencial 

cli) =A + Bt4 CA. 


En muchos casos es suliciente limitarse a tres términos, Los 
coelicientes A, 8 y C se hallan por el método de los promedios o 

y el metodo de cuadrados mínimos según la porción inicial de 
[a*curva cinética experimental. La velocidad Inicial se determina 
como 


(4), (64200... 


Cabe hacer notar que para determinar la velocidad inicial no 
es indispensable conocer la concentración inicial, 

“Aquí es oportuno decir algunas palabras Sobre el método de 
los promedios, Con respecto al cálculo éste es más sencillo que el 
método de los cuadrados mínimos, y consiste en lo siguiente, 
Supongamos que la dependencia Acérica de la magnitud y ter 
pecto de la magnitud x se da, por ejemplo, por la ecuación 


ya +br4 0 


Los coeficientes A, B y C son desconocidos y hay que determina 
los. Se han obtenido experimentalmente los valores de x, y. 
acuerdo a ellos, los valores de yw. SÍ estos valores fuesen exactos 
entonces yy — Á— Bx, —Cxj»r0. Pero las magnitudes x, e Yi 
contienen errores, Por eso, y, — A— Bx,—Cxiw=8,. El postulado 
del método de los promedios consiste en que para un número su- 
ficientemente grande de mediciones 2/0, »a O (es decir, los errores 
son accidentales y se compensan). De este modo, se obtiene la 
ecuación 


A 4 Ñ 
Bu—na—b YC L4=0, 

donde n es la cantidad general de puntos experimentales, Para un 
número bastante grande de datos experimentales esta ecuación se 
puede descomponer en un sistema de tres ecuaciones (resolviendo 
el cual hallamos las constantes A, B y C): 


En=ma-s Baca 


3 n—imompao Y sc 
Le pe 
Ena 


6 to 101 


donde Mm: (m5 —m) + (1— me) =8 y ma (m—m) 
= (n— m)), y estos múmeras deben ser en lo posible suficiente: 
mente grandes, para que se cumpla el postulado del metódo de los 
promedios, El agrupamiento de los datos en un Sistema de ecua- 
cianes es en general arbitrario, pero lo mejor es reatizario de mar 
nera que cada ecuación contenga puntos correspondientes a distin: 
tas porciones de la curva. 

Ejemplo VII. 9, Determinación del potencia! eiectródica normal. 
La scuncón de Nernst para el potencial elecródio se escribe en 
la forma 


donde y es el coeficiente de actividad, y m es la motalidad de la 
solución. En el caso general, cuando el coeficiente de acti 


corresponde la concentra. 
Actividad, para m=0, y 
Ef my =0. De tal modo, en este punto £—LLinm=Er. La 


z 
ragrted de Sima, pá m0, s ena intelemicció, 
es decir, la diferencia de magnitudes infinitamente grandes, Esta 
o ar 
A os 

eat das qu o a e Ucertcl J 
A 
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Ejemplo VI 10. Determinación de las propiedades de los ga: 
ses ideales. Se llama gas ideal al estado límite de un gas real, 
cuando la presión o la concentración de este último tiende a cero. 
Por eso, sobre 5us propiedades se puede juzgar por las propled: 
des del gas real rarificado. Pero, dicho con rigor, a las propied: 
des reales del gas ideal corresponderá un cierto estado práctica: 
mente Inalcanzable del gas real cuando p == 0. Sin embargo, este 
estado se puede determinar por extrapolación de las propledades 


ero pus mo sum | 
o matcl 4d Algo 


En una de las propiedades de los 
terminación del peso molecular de un gas por el peso molecular 
de otro gas. Esta propiedad se puede formular así: 


donde (o/bao, es lo relación de las presiones de dos gases para 
igual. densidad p, La correlación se obtiene directamente de ja 
esuación de estado del gas idcal. Veamos la determinación del 
peso molecular del nitrógeno por el peso molecular conocido del 
Oxigeno (Mo,= 32,000). Se determinaron experimentalmente las 
presiones. del. oxigeno po, y del protóxido de nilrógeno Po: 
para los cuales estos gases tlenen densidades iguales, Si ambos 
ases fuesen ideales, la relación (po /Pa,o),=4. para diferentes 
Po, seria igual. En realidad estu relación varía al modificarse 
Po, (véase la fig. 30). 

Para el cálculo del peso molecular hay que tomar el valor de 
d= fi. correspondiente a Pp, =0, es decir, al estado ideal de 
los gases, puesto que sólo en este caso la relación de las presio- 
mos para igual densidad es inversamente proporcional a la re 
lación de los pesos moleculares, El valor de ra se determina por 
estrapolación. En la fig. 30 se muestra la extrapolación grálica. 
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A ella corresponde la extrapolación analitica por la iórmula que 
se obtiene de la semejanza de triángulos: 
Po a 
Po Po 
donde po=0. De equi se puede determinar 1, Y, puesto que 
MM o/o, 


Mio =1Mo, Y My My o q Mop 


En el caso dado la extrapolación se realizó por dos puntos, Es 
evidente que cuanto más puntos tanto más exacio es el valor 
extrapolado. La extrapolación por un gran número de puntos Se 
puede realizar tanto gráficamente como analíticamente (por el 
método, delos cuatados minimos o por el método de 103 pro- 
medios). 


$ 7. Métodos de integración numérica 


Existe una serle de métodos de integración numérica simples, 
aunque no muy precisos. Puesto que la Integral es igual a la 
superficie, se puede, por ejemplo, contar las celdillas bajo la curva 
trazada en papel milimetrado, Conociendo el valor numérico de 
la unidad de superficie (por ejemplo, de una ceidilla) se puede 
hallar el valor aproximado de la integral. 

A veces se recurre a la ponderación, es decir, se recorta la 
pel grueso (opaco) homogénco y se 


cuanto mayor son las superficies que se pesan lamto más precisa 
<s la determinación de la Integral Este método es sensible a las 
oscilaciones de la humedad del 

Pot último, existen aparatos integradores especiales, es decir, 
planímetros. Para determinar la superficie hay que llevar el 
Aparato por el contorno que limita la superficie. Lo exactitud de- 
pende principalmente de las dimensiones de la gráfica y la com 
plejidad (sinusoidad) del contorno. 

En muchos casos el problema de integración se simplifica con- 
siderablemente si se logra hallar una iórmula empírica para la 
dependencia funcional dado. En tal caso, si la fórmula es sufi- 
cientemente simple, se puede integrar analificamente. La adver- 
tencia hecha para la diferenciación de las funciones empíricas 
(véase el $ 2 de este capitulo), por lo visto, corresponde en un 
grado considerablemente menor 3 8u integración. 

En todos los casos que sea posible se recomienda utilizar los 
métodos de integración mumérica. Al iguel que en la diferencia. 
ción, estos métodos son los más cómodos si se conocen los valo- 
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res de la función subintegral par 
mento, Por eso, frecuentemente la 
combinaria con la interpolación gráfica o anal 
hallar los valores de la función en los puntos equi 
carios de la gráfica, puesto que no siempre se puede organizar el 
experimento de manera que se pueda determinar la magnitud que 
103 interesa en los puntos dados previamente, 
Lo esencial de los mélodos de integración mumérica es que 
imademente los sectores sucesivos indivi- 
que representa la función 
qué se íntegra (incógnita), por las correspondientes áreas de 


Fig, 3), Gebfica que Musta la 
tegración por “el” mbodo 
rapecos 


44D =, 


debajo de las curvas, cuyas ecuaciones se conocen y por el conjunto 
de las cuales sustítuimos una curva real. Veamos dos fórmulas 
elementales. 

Fórmula de los trapectos. La curva que límita.el área buscada 
se sustituye por una línea quebrada trazada por los puntos cuyas 
ordenadas se conocen (ig. 31). Si a las ordenadas corres 
abscisas equidistantes y sí h es el paso por el eje de abscisas, el 
área de de hasta: + he (imilada en la parte superior 

le 


por la curva), es decir, el área del trapecio es 
qual a ZEENICO a Has 


El área debajo de la curva desde xo hasta x, se obtiene por la 
guma de ls áress den irapecos La fórmula del trapecio Hice a 
forma; 


Tiara (Entntato. hy tn) 


de los trape. 
cios depende esencialmente del tipo de función subintegral y del 
Mmúmero de ordenadas sumados. Para las funciones periódicas que 
Varian con rapidez, la fórmula prácticamente es inaplicable. Por 
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otro tado, al integrar sólo funciones convexas (o sólo cóncavas) 
se aculuman errores de un mismo signo. Pero SÍ no se necesita 
una gran exactitud, el método de los trapecios permite estimar 
rápidamente le magnitud de la integral. 

Fórmula de Simpson. En este caso, cada arco de la curva 
integrada, que pasa por tres ordenadas contiguas se sustituye por 
vn arco de la parábola 


y=a+brton 


Por los tres valores de las ordenadas se pueden determinar 
Ares constantes que entran en la ecuación. Para el cálculo el 
área buscada bajo la curva se divide por las ordenadas en bandas 
(lig. 32); además, el número de ordenadas, incluyendo la inicial 


Pig. 32 Grilica que ¡otra lu tt 
“ración pr el mliodo de Simpaoa 


pl , las ordenadas son equidistantes) debe ser 
impar. A continuación utilizamos el método de la banda móvil 
semejante al que se utilizó en la diferenciación analítica (véase 
el $ 3 de este capítulo). Hay que determinar los coeficientes a, d 
y € por tres valores de y para tres valores de x. Suponemos que 
“nos puntos x e 0, x == | y x= 2 los valores de la función real 
(desconocida) y los valores de y para la parábola coinciden, La 
escala de x se ha tomado, como antes, convencionalmente, el 
paso de 4. designado por ha se loma para simpleza Ígual a la 
nidad. Él valor aproximado de la integral buscada para el inter- 
valo 0<x<2 es igual a 


Lo [ ydemar+ qo04 Fco 204204 ho, 


Supongamos que los valores conocidos de la función real en los 
puntos de x=0, | y 2 son Iguales respectivamente a 4 4 e Yo 
in tal caso, 


ahopo=atb e 
04204404420 440. 


h=a Y 


ss 


Resolviendo las dos últimas ecuaciones con respecto a 0 y 
obtenemos 
¿ent 
pt 


De este modo, 
[ya ju +intw 


Dividiendo toda la región de integración en bandas pares (es evi- 
dente, la ordenada linal de la región anterior, correspondiente 
1 x=2, es igual a la primera ordenada de la siguiente región 
ara x =0) y, luego, sumando las integrales de las regiones 
individuales, obtenemos 


[Imdrjutin+in+ 
+HintintgntinAGUA 


Friend 


Hit do 


donde n es el número de bandas dobles. Esta es precisamente la 
fórmulo de Simpson, la que para cualquier paso h se escribe de 
ordinario en la for: 


[Haar ha putntnt Hz ón t 


+++ gol 


La caracteristica para esta fórmulo es que las ordenadas se d 
componen en dos grupos, de subindices pares e Impares. La f6r- 
mula de Simpson €s més exacta que la fórmula de los trapecio 
Su exactilud, naturalmente, también depende del po de función 
a Integrar y del paso A. 

La elección de uno u otro método se determina por la calidad 
de datos iniciales, por el tipo de función y la exactitud que hay 
que alcanzar en el cálculo. 


$ 8. Resolución gráfica de las ecuaciones 
y método de aproximaciones sucesivas 


En algunos problemas de equilibrio químico hay que hallar 
las raices de las ecuaciones de fercer grado y más. Al resolver ta- 
zar los métodos gráficos que permiten 
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determinar rápidamente el valor aproximado de la raiz. Si se ne- 
cesita una exactitud mayor, la ralz obtenida por este método 38 
puede tomar como primera aproximación, y por el método de 
aproximaciones sucesivas, hallar su valor ton cualquier exactitud 
requerida, Veamos algunos ejemplos, 

Ejemplo VII. 11. Se sabe que para la reacción 


Co,=*C0 ++ 0, 
para T = 3000 y P =1 atm Ko =027 atm”. Hay que hallar a, 


el grado de disociación del CO». 
La fórmula 


=» 
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donde P = 1 atm, conviene elevaría al cuadrado: 


El método gráfico de resolución se reduce a sustituir en la 
ecuación varios valores de prueba de a de modo que el valor real 


2 E Fig 33. Determinación guia de la ral 
delo econ 
e 
4! í 
dec 
VU e 


se gncuentra entr ells fal respecto se puede Jugar del siguiente 
modo: por ejemplo, en el caso dado algunos de los valores toma 
dos de a deben der un: tud Iraccionaria, mayor que 0,146, 
y otra, menor). A continuación en la gráfica, por el eje de orde: 
adas se llevan los valores de fía), y por el eje de abscisas, los 
valores de a, se marcan los puntos calculados y se traza la curva 
Úfig:33). El valor buscado de la raíz se halla en la intersección de 


la curva obtenida con la recta horizontal, correspondiente a la 
ecuación f(a) = const (donde const es el número al que se iguala 
la ecuación inicial, en el ejemplo dado 0.146). Para el ejemplo 
estudiado se han obtenido los siguientes números: 


2=03 Fa) = 0.048, 
20%, Ha) = 0.096, 
a=04, Ha) =022, 
amo Ha) = 0400, 


Por estos datos se ha construido la curva de la fig. 39. Es evidente 
que la raiz buscada es muy próxima a 4. 

Si la raiz hay que determinarla con gran exactilud, se debe 
utilizar el método de aproximaciones sucesivas. Para ello, la 
ecuación Inicial se escribe en tal forma que la magnitud Íncóg- 
ita ar esté tanto en el primer miembro como en el segundo Evl- 
dentemente, existen muchas variantes de escritura, por ejemplo 


Ma, 6 
(13) 


No todas las sariates pueden ser wiltadas para los aproxima: 
ciones sucesivas, sin embargo aquí no veremos la argumentació 
de uma elección correcta, Sólo se puede recomendar, donde se 
posible, utilizar raices de los grados correspondientes. Así, en 
huestro ejemplo. como ecuación pare las aproximaciones sucesi- 
Vas se puede lomar ls sigulente 


PATIO TEA 


A continuación lomamos yn valor arbitrario cualquiera de a (or 
ejemplo, 0,36, el que se ¡lama aproximación nula). Y lo sustifui- 
mos en el segundo miembro. En tal caso, en el primer miembro se 
obtiene la primera aproximación ay =041. Seguidamente a, lo 
sustiluimos muevamente en el segundo miembro y obtenemos la 
Segunda aproximación: az = 0.398, etc. En muestro ejemplo 0 = 
== 040 y "za == 0.309. El penúltimo valer con la exactitud de 
hasta 0.601 coincide con el siguiente, y con tal exactitud se lo 
puede considerar como el valor buscado de a. Del ejemplo se 
aprecia que sí como aproximación mula ubleramos uilizado la 
magnitud 0.0, obtenida por método gráfico, inmediatamente des- 
pués del primer paso tendriamos «a con un alto grado de exac- 
Úitud 

En sl ejemplo examinado las magritades de a, obtenidas en 
difecentes aproximaciones, oscilan alrededor del valor real. En 
muchos cesos las magnitudes aproximadas sucesivas tienden al 
valor execto (de ordinario muy rápidamente) por un lado. 


Neamos otro ejemplo de apllación del método de aproxima- 
ciones sucesivas para hallar las raices de la ecuación. 

Ejemplo VH. 12, Calculamos el volumen de un mol (molécula: 
gramo) de metano para 0*C y 50 atm. En estas condiciones el 
Bas debe desviarse visiblemente del estado ideal. Por eso, para el 
cálculo del volumen uti 'an der Waals. 
Esta ecuación es cúbica con respecto al volumen. Sin embargo, no 
Vamos a resolver la ecuación cúbica, sino utilizaremos el método 
de aproximaciones sucesivas. Para ello escribimos la ecuación de 
Van der Waals en siguiente forma: 


+ (v1.9 


donde Y es el volumen de un mol de gos, Los valores de a y b 
para el metano son respectivamente 2253 [*=atm=mol= y 
00128 l-mol"l, Como aproximación nula tomemos el volumen Y». 
calculado de la ecuación de estado del gas ideal 


Dm EL 22 0 48, 


Sustituimos este valor en el segundo miembro de la ecuación 
(Vi): 


Br + 0,043 == 0,4091. 
a 
El valor de P, lo sustituimos nuevamente en la ecuación (VIL 4): 
Va Pl + 0.0430 0305, 
+ 


Tar 
Hallamos a y Pe: 
Dye Pi + 0.043 0,9911, 
id 
DB + 0,043 = 0,3901. 
A 


En general se podría limitarnos a tal exactitud (lo diferenola 
Sal Da y Des menor del 03%). Pero, hallemos 
aproximaciones: 


EN 


V.= — + 0.043 =0,3891, 
q a . 
A 
EN E 
sg 00.80, 
Var 


En los límites de la exactitud del cálculo (es decir, hasta la ter- 
cera cifra después de la coma) Ds y Ve coinciden. 

En la lorma en que lo hemos utilizado, el método de aproxi- 
maciones sucesivas no es el único para la resolución de este ge- 
nero de problemas, Más adelante se describe el método de Newton 
para hallar las raices de las ecuaciones de órdenes superiores (en 
Fealidad, éste es una variante del método de aproximaciones 
sucesivas). El método de Newton consiste en lo siguiente. 

Supongamos que tenemos la ecuación (de cualquier grado 
€ incluso, en algunos casos, transcendental) 


16) =0. 


Para la resolución de esta ecuación tomamos como aproxima: 
ción nula el número as (de ordinario se lo puede tomar, a base de 
ciertas consideraciones, suficientemente próximo al valor real de 
la raíz xa). Supongamos que as se diferencia de xy en una magni- 
lud desconocida A, es decir, xy=a) +A. En lal caso desarro: 
llando la función f(as +4) en la serie de Taylor de potencias A, 
obtenemos 


Peg floyd hm a) +7 (a+ PI) 0. 


De aquí se puede hallar el valor aproximado de A. Para ello des- 
reclamos 1os lérminos que contienen R de potencia mayor que 
Incunidad (evidentemente cuanto menor es A. tanto mayor es la 


aproximación). 
Lo 
a (as) 


ap 


La magnitud del segundo miembro se puede considerar como 
primera aproximación a; de la magnitud xo: 


ama la. 


Ahora se puede escribir 


1)=0=pla, +1) (A 


De donde, como en el caso de A, hallamos 
MONTES 


m 


La convergencia del proceso depende principalmente del tipo 
de ecuación Inicial y de la proximidad de a, y 2 El proceso de 
aproximaciones sucesivas puede a veces diverglr o convergir a la 
raiz, que no ene sentido fisio. Pero en los casos Simples, que se 
encuentran on más frecuencia en la quimica fisica, ño €S nece. 
sario tomar medidas especiales de prevención. Veamos dos ejem. 
los más. análogos a los expuestos antes. 

Ejemplo VH-1S. Calcular el volumen molar del CO; para 60*C 
y 25 atm, si as constantes de la ecuación de Van der 


1d + $02 RT (254 50 — 0,043) == 0,082 - 339, 


o bien 
IO) = 2502 — 2840? 4367 — 0,15 = 0, 


Como primera aproximación tomamos 
ar Ya 
AECA 
H1,1) == 33,25 — 34,36 + 3,96 — 0,15 == 2,70, 
PAD) == 3:259" — 2-2840 + 3,6 =0. 
PL) == 90,75 — 62,48 + 3,6 == 31,87, 
lan _ 27 
mo ar 00. 
Por lo tanto, 
Dj = 1,1 — 0,085 == 1,015 1. 
Anslogamente determinamos Pa 
£ (1,018) 0» 0,377 | f (1.015) _ 0377 
Fúsis=zs (Fins ar 016. 
Da = 1,015— 0,016 = 0,999 1, 


1 (0988) > 0012] Y (0999). 0012 
Fo > 212 Vo 7 = 0.0006 = 0,01, 
Va = 0.999 — 0.001 =0.908 1. 


El último paso es de estimación, Este demuestra que en los limi- 
des de exactitud del cálculo Da y Da no se diferencian. Para obtener 
un valor más exacto era necesario tomar al comienzo de los cál- 
culos un número mayor de cilras. Respectivamente para a hay que 
lomar un valor más exacto (3,592), de lo contrario el número de 
cifras significativas será mayor que el número de cliras verdade: 
ras (véase el cap. IV), 


m 


y% 


Ejemplo VIL. 14.La descomposición térmica del MNSOs se pro- 
duce de acuerdo a la ecuación 


3MNSO, == Mn,O, +250,-+SOp 250, =* 250,+0, 
Al calentar el MANSO, hasta 1303”K se establece la presión, igual 
a 778 mm. Calcular la presión parcial del SO La constante de 
equilibrio Kp de la segunda reacción a esa temperatura es Igual 
2 4,1-10% si la presión se ha expresado en mm. 

Supongamos que x es la cantidad (en moles) de SO, en el 
vapor. En fal caso la composición del gas equilibrado 


x504+(2—x) 50,+(1 —¿F)0++ SO, 


es decir, el número total de moles en el gas (en tres moles se ha 
descompuesto el MnSO4) es igual a 


42 A 


Y sl P es la presión total, 
00 ro-a 
NS 


y 
aa 
Ko=4,1 E 


Hallamos x por el método de Newton 
6) tm 18 120420 06 A, 
162) == 51 — 4081 — 21: +18, 
Fx) == 0 = 159: — Bl6x — 21. 

Estimamos la aproximación nula para x. De la expresión pa 
ta conslate de esúirio y la ecuación de la reacción inmadi. 
tamente se deduce que x <2, Para x= 1 Kp = 440, es decir, x< 1 
Además. s evidente que el denominador de ja constante de eu 


librio (8—x) x*< L. Tomemos la aproximación más desfavorable, 
es decir, para x entre paréntesis del denominador el valor de x=1. 


En tal caso, 73% <1, x </ E < Y 0716, £<04. Como aproxima- 
ción nula tomamos x = 0,4. Entonces 

H(0,4) == 0,064 - 51 — 408 -0,16—21 -0,04 + 18 == — 52,5, 

F (0,4) =153 -0,16—816-0,4—21=-— 322,9, 


100 _ 585 
Hoi 01S, 


x=04—0,16=0,24, 


ma 


H(x)=51 -0,014— 408 -0,058 —21 -0,244 18 =—10, 
1 (x)=153 :0,058— 816 -0,24—21 = — 208, 


Lo. o 
HL 0.0, 
1024-00 =0,9, 


Para obtener una gran exactitud hay que calcular con un gran 
Sómeo de cra, Pero on ete cálaloFelalvamente grosero, ya 
en la segunda aproximación la magnitud obtenida se acerca 4 la 
exacta (x =0,1872). De este modo, 
P-TMG—0 ,, 20778281 
Po ETA a 2778 580 mr, 
el que es muy próximo al valor exacto, igual a 560,2 mm, 

Cabe hacer notar que si en cualquiera de las aproximaciones 
se cometió un error aritmótico, esto sólo extenderia el proceso, 
pero no Influiria en el resultado final. Por este motivo en las 
meras aproximaciones, cuando la magnitud de la raíz varia b 
tante mucho, para acelera los cálculos se pueden tomar números 
intermedios 'con una pequeña ca le cifras significativas 
y sólo cuando les variaciones de la raiz al pasar a la Siguiente 
aproximación se hacen pequeñas, hay que realizar cálculos 
exactos. 


$ 0. Métodos de tratamiento de datos cinéticos 


En este párralo se examina una serie de métodos que se utl- 
lizan al tratar datos cinéticos experimentales. En este caso es 
Inevitable repetir parcialmente lo que ya se expuso en los párra 
fos precedentes. Hemos considerado conveniente incluir este 
párrafo en el libro, puesto que en él, se refleja en cierto grado 
dodo Ja versidad de problemas, que Surgen l rta als expe 
timentales. De este modo esta parte tiene especialmente un carác: 
Aer ilustrativo. 

Puesto que cada reacción, así como los métodos de su estudio 
en mayor o menor grado son individuales, la tarea del Investiga. 
dor frecuentemente consiste no sólo en aplicar correctamente los 
métodos ya existentes, sino que guiándose por estos métodos, crear 
muevas varlantes conlorme a las particularidades de la reacción 
concreta, Más adelante se exponen varios métodos ingeniosos de 
cálculo de las constantes de velocidad para cuando los métodos 
ordinarios son inaplicables. 

Además, uno de los objetivos de este párralo es demostrar la 
necesidad de un enfoque crítico tento de los resultados propios 
como ajenos, Hay que estar completamente convencido de la co. 
sreción y la conveniencia de la aplicación de uno u otro método 
y saber estimar el valor físico y la exactitud de los párametros 
que se obtienen de la ecuación cinéti 


va 


Fuera de que la cinética de la mayoría de las reacciones es 
compleja y contiene factores difíciles de controlar, los propios mé- 
todos de cálculo contienen una serie de deficiencias importantes, 
cuya desconsideración puede dar lugar a errores de principio. Nos 
vamos a limitar a los casos en que la velocidad de reacción 
obedece a una expresión exponencial simple, precisamenta a; 


— nro, (VIS) 


sien la reacción participa sólo una sustancia, o. 
di 
-2=4] 6" (Vil. 58) 


si en la reacción intervienen p sustancias. Las magnitudes de mu 
pueden ser tanto enteras como frecclonarias, a veces también n- 
pativas, y determinan el orden de la reacción según la sustancia 
dada; la suma En; =n se llama orden general de la reacción, 
En los ensayos cinétics, tanto para las reacciones gaseosas como 
para las reacciones en soluciones, obtenemos por las mediciones. 
lina tabla donde se refleja la concentración de la sustancia inicial 
o la magnitud relacionada con ella linealmente (por ejemplo, la 
concentración de la sustancia final) en función del tiempo. Cabe 
recordar una vez más que no exzininamos reacciones compleja, 
jara las cuales lzs concentraciones de las sustancias inicial y 
nal mo están relacionadas por una dependencia líneal simple. 
Tampoco se examinan las reacciones en las que la mezcla equi 
librada contiene una cantidad notable de sustancias iniciales, 
Existe una diferencia considerable en el tratamiento de datos 
experimentales según se conozca la concentración inicial de la 
sustancia reactiva (o la concentración final de la sustancia oble- 
mida) o esa magnitud no se puede determinar (o se puede deter- 
minar sólo con poca precisión). En el último caso, frecuentemente, 
También las concentraciones intermedias de la sustancia inicial 
resultan indelerminadas o muy imprecisas, y se conoce solamente 
el aumento de la concentración del producto de la reacción, Como 
ejemplo de esta reacción se puede dar el caso de descomposición, 
descripto hace poco por Flion, de la celulosa en el vacio, cuando 
el grado de descomposición es desconocido, la reacción no se puede 
llevar hasta el final, mientras que el curso de la reacción se deler- 
mina por el desprendimiento del hidrógeno, El tratamiento de los 
datos experimentales en tales condiciones, propuesto por Flinn, se 
describirá más adelante 


Cabe hacer notar lo siguiente: incluso hallada la ecuación, a la 
cual obedecen los datos experimentales, y calculados todos los pa- 
Támetros de esta ecuación, puede resultar que esta corresponden- 
cia tiene un carácter puramente forma! y la constante de veloci- 
dad descrinlendo un proceso total cualquiera, no corresponde pro= 


m 


plamente a ninguns reacción determinada. (Como ejemplo se 
puede cilar la reacción de descomposición del pentóxido de nitró- 
geno en una solución, que formalmente obedere a una ecuación 
de primer orden, pero tiene un mecanismo complejo, y la constante 
de primer orden que se calcula e la combinacion de ls constantes 
de las etapas intermedias) Por eso se puede considerar que las 
magnitudes más importantes: Cinética 300 1a velocidad inicial 
de la reacción 


y el orden de la reacción con respecto a las distintas sustancias, 
determinado por la velocidad inicial en función de la concentra: 
ción de estas sustancias. En particular, la primera magnitud €s 
una caracteristica importante de la reacción, puesto que en el 
momento inicial las condiciones del curso de la reacción se deter- 
mminan con mayor exactitud. En tal caso la ecuación (VII. 5) es 
simplemente la ecuación de extrapolación para delerminar la velo- 
cidad inicial. Para una serie de casos (especialmente, las reacio: 
Mes gaseosas, cuando se conocen sus mecanismos) esta ecuación 
tiene un sentido Tisico más preciso. 

Los mítodos de tratamiento analíticos y gráficos conviene 
exponerlos paralelamente. 


Método integral 


Tal vez, uno de los métodos más difundido, aunque no el más 
acertado, es el llamado método integral, descripto brevemente en 
el $ 5 de este capítulo. Los datos experimentales se sustituyen en 
las correspondientes ecuaciones, obtenidas por integración de la 
ecuación (VI1.5) para distintos valores de n y se analiza en qué 
aso se observa la mejor constancia de la constante de velocidad. 
En este caso, se pueden utilizar los métodos gráficos, empleando 
las correspondientes coordenadas, en las que debe rectificarse la 
curva cinética, o uno de los métodos analíticos. 

Métodos analíticos de tratamiento. Estos métodos se reducen 
a, gotener el valor medio de la consante de velocidad y se diferen: 
cian en principio en el método de los promedios, Precisamente 
desde este punto de vista examinamos los métodos analíticos Ue 
Aratamiento, 

Método de los intervalos largos. Este es el método más ordi- 
ario, que consiste en combinar la concentración inicial sucesiva: 
mente con la serie de valores de la concentración instantánea para 
distintos valores del tiempo £. Si se tiene (n + 1) medición de la 
concentración (incluida la inicial), se obtiene a valores de A y 


3 


Como ejemplo veamos la reación de primer orden 
Hs 


Lu 


La media aritmética 


eya. 2 1 pia 
EN AN > 
(VHS) 

De la ecuación se deduce que cs. es decir, la concentración inicial 
entra en cada término de la suma, y, en consecuencia, tiene un 
peso estadístico considerablemente' mayor que cada una de las 
POncenraciones intermedia», es decir ela debe ser conocida con 
gran exaciiud, 

Cuando las mediciones se realizan a iguales intervalos de 
tiempo, como se procede frecuentemente, 

par 

y la ecuación (VIL 6) toma la siguiente forma: 


¿250 YI. 


7 
Con rigurosidad, este método hay que aplicario.sólo cuando la 
concentración inicial se conoce con mucha mayor exactitud que 
las intermedias. Pero, de ordinario, el error en la determinación 
de cy es del mismo orden que el de ci, 

Si al calcular los valores individuales de la constante se re- 
vela que ésta tiene curso, quiere decir que los datos experimenta: 
les generalmente no corresponden a la ecuación dada y hay que 
probar la aplicación de otra ecuación (para otro orden). 

El método de los intervalos largos tiene su análogo gráfico, 
que es un método ordinario del cálculo gráfico de la constante 
(promedio gráfico) mediante la rectificación de la curva cinética 
en las correspondientes coordenadas y el trazado de la recta si- 
métrica con respecto a los puntos obtenidos, Todas las observa: 
ciones hechas sobre el método analítico, son igualmente aplicables 
al método gráfico. Generalmente, al trazar la rete se fija el pri- 
mer punto, correspondiente a ce, es decir, se traza la recta de 
manera que ella pase por el punto c+ En principlo esto puede 
dejar de hacerse, y considerar el primer punto como equitativo, 
Pero, en tal caso puede ocurrir completamente que la recta no 
pase por el primer punto, y la desviación de la concentración ini- 
Cial con respecto a la recta supera el error real de esla magnitud. 


7 m 


Aquí cabe señalar que si incluso se observa la constancia de 
la constante, calculada por la ecuación dada, o la linealidad en 
las respectivas coordenadas, aún no significa que el orden de la 
reacción corresponde realmente a la ecuación establecida, Laide- 
ler, al señalar la poca perceptibilidad del método integral, indica 
que no puede distinguir con suficiente precisión, por ejemplo, el 
primer orden del orden Y, y por eso, lo mejor es determinar al 
principio el orden por otro método cutluiera, y Juego calcular 
ls constantes por ln correspondiente ecuación en la forma ln 
tegral. 

Método de los intervalos cortos, En este método, que también 
se encuentra frecuentemente en la literatura espect 
tante de velocidad (por ejemplo, 


primer orden) 


se calcula para los pares de puntos sucesivos de la curva cinélica 
por la ecvaci 
2... 
q 
1 


es decir, en este caso hay que saber la concentración instantánea, 
sin necesidad de conocer la inicial. Las ecuaciones sucesivas Se 
pueden escribir asf: 


Si las mediciones se realizaron a iguales intervalos de tiempo, 
todos los términos de la suma, con excepción del primero y último, 
se suprimen y se obliene la siguiente ecuación: 


hi la lec, 


es decir, en este caso se promedia sólo por dos sumandos, Si los 
intervalos de tiempo no son exactamente iguales entre sí, el re- 
sultado casi no varía; de cualquier modo al primer y último ter- 
mino corresponde un peso muy grande, mientras que a tados los 
intervalos, Un peso muy pegueño. A pesas de lo absurdo de tal 
cálculo, este método lo utilizamos frecuentemente, puesto que 
jarentemente elimina la necesidad de conocer la concentración 
inicial (por ca se puede admitir cualquier concentración). 


me 


Sin embargo, este método se puede hacer correclo:si se lo uti: 
liza del siguiente modo. La primera serie de mediciones se real 
paro los tiempos ta ty fa -.., tu (donde fo >> 0) de manera que 
el intervalo hasta ta sea menor que ty, ¿periodo de semidescompo 
sición). Después de cierto tiempo Y —x, del comienzo de la 
reacción (Y > fa) se realiza la segunda serie de mediciones con 
los mismos intervalos 6 Y, hi PY, fe4t 00 0+ tn Y 0. Á cono 

¡ón los puntos de la primera serie y de la Segunda se com. 
» de dos en dos. Se obtiene una serle de ecuaciones (para la 
reacción de primer orden) del tipo 


El valor medio de la constante se halla luego por la fórmula 
Er Dl ted) 
En este caso cada punto se considera sólo ua vez, 

Método de los promedios. Ya en el método de los intervalos 
cortos de hecho se puede excluir la concentración inicial y utili» 
zar solamente las intermedias. Lo mismo se puede hacer en el 
método de los promedios (el método de los promedios se describió 
enel 4 5 de este capitulo), Veamos nuevamente como ejemplo la 
Feacción de primer orden 


M2 Bl 


donde el subindice £ indica que se examina la ¡xésima única me- 
dición, Supongamos que £ es el valor medio de la conslante de 
velocidad, que consideramos verdadero, pero que aún no se ha 
determinado. En tal caso el error de la medición individual da 
lugar a que en lugar de la igualdad anterior, obtenemos 


2 Mm 


De acuerdo al postulado fundamental del método de los promedios 


23D) iDu=0. 
o bien 
2ante—=23 Dgo —EXL=0 — (VILD 
De donde 


e ale Y 


Una vez más esta ecuación se puede utilizar si se conoce la con: 
centración inicial con una exactitud bastante mayor que las inter- 


pa 17 


medias. SI esto no se cumple, hay que excluir co. Para realizar 
esto dividimos las mediciones en dos grupos aproximadamente 
Iguales: de 1 a [ y de [-+ 1 a n. En tal caso la ecuación (VIl.7) 
se divide en dos ecuaciones: 


23llg0—28 3 lg0—k Y to 


290—0lg0—=20, 3 ig0—E $, mo, 


Eliminando lg cs 


o Pei 
2 3 6-1 Y 


29 3 d00+H Ema, 
dh ra—23 Elgeta Da 
PP 


¿ua Bn 


De manera completamente análoga se puede aplicar el método de 
los cuadrados mínimos. 

Une vet más conviene recordar que todos los métodos descrip- 
los de determinación del valor-numérico de las constantes de 
velocidad conviene utilizarlos cuando el orden de la reacción está 
esaciamente establecido por otro método cualquiera (no Integral). 

Método de Hu im. Existe una serle de casos en que no 
sólo no se puede determinar la concentración inicial con sullciente 
exactitud, sino no se pueden determinar (o tal determinación está 
vinculada con un cálculo trabajoso) las concentraciones intermo- 
dias, en tanto que sobre el curso de la reacción se juzga por la 
variación de cualesquiera de las propiedades del sistema, relacio: 


F=23 


gasomélrico de la descomposición del peróxido de hidrógeno 
(agua oxigenada) medimos en el ensayo las magnitudes x4, es 


190 


decir, la cantidad de oxigeno desprendido. Estas magnitudes están 
vinculadas con la concentración por la correlación 


A 


Pero la magnitud ca de ordinario no puede ser delerminada 
con gran exactitud. Por lo tanto, tembién las concentraciones se 
deletiminan con poca precisión (menor que %), Para tales casos 
de medición indirecta de las concentraciones ha sido elaborado 
por Huggenheim (en realidad, sólo para las tescciones de segundo 
orden) un método de determinación de la constante de velocidad: 
sin los valores de las concentraciones reales. A pesar de que el 
método ha sido elaborado en los años 20, toda vez que se lo 
recuerda, se señala su mérito, sin embargo, se lo utiliza extraor> 
dinarlaménte poco, aunque, en pncipo, es completamente cóm: 
parable con el método riguroso de los Intervalos corlos y en 
Esencia, es el método integral. 

Supongamos que en el ensayo medimos una propiedad cval- 
quiera r del sistema de reacción, relacionada linealmente (1) con 
la concentración 

10404 


donde a y 3 son constantes 
Puesto que [cla = 0, tendremos que 


ro a+ Ho 
n=a+ocd. 
fuma, 

to ta = Mecha 


Mi La led. 


De donde 


Loma 


ná in fl o 


o bien 
1002 Pad (lo — 1) exp (M5). (VIL.8) 


Las constantes fo, fa y A se pueden determinar tanto por el mé 
todo de puntos seleccionados como por el método de los cuadrados 
mínimos. Huggenheim dio el siguiente esquema de cálculo de la 
constane de Velocidad. Se hace una serie de n mediciones para 
dos tiempos fia. ; -, fu, Se obtienen los valores fif% ¿++ fa 
Después de cierto llempo Y del comienzo de la reacción, que satis. 
Hace las condiciones: Y > a y Y > wa (en principio. Si fa > sí 
se puede lomar Y = la), Se fealiza la segunda serie de medicio- 


nes para los tiempos ti+r”, (o+ Y... faEr” y se oblienen 
los valores rÍ, Fá, ..., rs. De la ecuación (VIL.8) se deduce 


AN 
A 
(rra) —expi— kr )lesp(— A) 
28 ig(r, —r])=1g (le, —1.)11 —expí—kr))) — ht, 
La constante k se puede calcular gráficamente, si se tra 
lg (1 — r') como una función de f. El método de Huggenheim in- 


dica como mediante ana planilicación especial del experimento 
se pueden crear condiciones favorables para el cálculo cinético 


Método diferencial 


Como se indicó, los métodos Integrales son poco perceptibles 
para determinar «el orden de la reacción. El método, como consi- 
¿dera Leldler, más conveniente para hallar el orden de la reacción 
es el método diferencial, que tiene unas cuantas variedades. Sin 
embargo, en todos los casos, antes que nada hay que diferenciar 
la curva cinética. Los métodos gráfico y analítico de diferenciación 
se describieron antes, por eso, en adelante consideraremos que 
conocemos las correspondientes deriva: 

¿Método de Van't Moll El primer método que ulizó a fárm 
diferencial de la ecuación de la velocidad es el método de Van'l 
Holf (184), La reacción se realiza dos veces, para dos concet 
fraciones iniciales distintas. Se toman 
lo que de ordinario es cómodo, ) éstas reflejan de un 
modo más verdadero la marel reacción no compleja 
2) la porción Ínicial de la curva cinética frecuentemente es pró- 
ximo a la recta, lo que permite hallar fácilmente la velocidad de 
reacción en los primeros momentos. En fal caso 


de 
rm, 

de 
ca 
tl 


telde) 12 mtg0 


Lo) =igh—nige, 


ml 


mes iniciales. La exactitud de 


donde ca y ez son las concentra 
:turalmente, de la exactitud 


la determinación del orden depende, 
de determinación de las derivadas. 

Método diferencial general Este método ya (ue descriplo antes 
y consiste en lo siguiente. Se ¿iterencia una curva cinélica, a com 
Yinuación la magnitud lg (—d<jd!) se traza como función de Ig. 
La langente del ángulo de inclinación en cada punto de la curva 
da el orden de la reacción (en el caso general variable). Eviden- 
temente, como en el caso de los métodos integrales ordinarios, hay 
que saber la concentración instantánea de la Sustancia iniciado la 
concentración inicial de la sustancia inicial y la cantidad del pro- 
ducto (en el caso de una reacción símple, para la cual en cual- 
quier instante e = cs— 1) para la serie de lecturas del tiempo 1. 
Se puede diferenciar tanto la curva de desaparición de la sustan- 
cia inicial, como la curva de acumulación del producto de reac» 
ción; en ambos casos, para la reacción simple se obtiene la misma 
curva diferencial, Pero. la gráfica antes dicha se puedo construir 
con suficiente precisión sólo si se puede delerminar con bastante 
exactitud de conccsitación Instantánea 

'A primera vista el método diferencial gencrel y el método de 
Vat Hoff en principio no se diferencian. Sin embargo, la aplica: 
ción de estos métodos u una misma reacción puede dar lugar a 
dilerentes resultados. Y esto no es un error accidental, El molivo 
de la divergencia consiste €n la diferencia esencial entre estos dos 
métodos. Cuando en coordenadas logarilmicas no se obtiene una 
dependencia linal,sigrilica que La Feacción es compleja, Pero, í 
se observa la dependencia lineal, esto Gun no significa que la 
reacción es simple. 

El inconveniente principal del método integral de tratamiento 
de los datos cínéticos es que com el sólo podemos determinar cómo 
variz la concentración de la susiancia inicial o el producto de 
reacción en el Líempo, pero, en el caso general no podemos saber 
cómo varía la velocidad de reacción con la concentración. En el 
enso de rexcciones complejas sóño la velocidad inicial es una mag- 
nitud caracteristica. Exactamente igua! si diferenciamos una curva 
«inttica, obtenemos la velocidad en función del tiempo, aunque 
esta velocidad ya puede ser complicada po ta intiuencia de distin- 
los factores incontrolables. Deste este punto de vista el método de 
Van Hoil, que opera con las velocidades iniciales, es más con- 
secuente y Correcto. 

Esta diferencia de principio en la determinación del orden de 
la reacción por la concentración en función del tiempo (por 
ejemplo, por diferenciación de na curva cl 
cidad inicial en funcio 


de la concentración inicia! 
método de Van't Ho!f) fue examinado detalladamente por primera 


vez por Letor (19371942). Este estudió la reacción de descompo- 
sición del acetaldchido y encontró mediante el método integral 
que para esta reocción se observa con gran exactitud el segundo 


1 


orden, en tanto que la velocidad inicial depende de la concentra: 
ción inicial en grado %/s. Se puede escribir la expresión general 
para la velocidad de reacci 
— ACECHO) HCHICHON — + (CH,CHOJ (CH¿CHO);*. 


4 orden es igual a Ya (es 
la velotidad decrece más rápida- 
mente que lo que corresponde a su variación con las concentracio: 
"es iniciales), esto signilica que la reacción se retarda por Su 
producto, 

Letor propuso distinguir dos órdenes para cada reacción: 

1) el orden con respecto a la variación de la concentración 
inicial (% en este caso); 

2) el orden con respecto a la variación de la concentración con 
el tiempo (2 en este caso). 

Orden determinado por el primer método Letor lo denominó 
"verdadero". Si el orden determinado por el segundo método se 
diferencia del verdadero, sigilica que en su reacción intervienen 
sus productos o sustancias extrañas, Sí el orden verdadero es 
mayor, significa que los productos catalizan en proceso, si es 
menor, los producios retardan la reacción. Ambos órdenes pueden 


hacer notar que el método diferencial es el más conve- 
niente, puesto que da Inmediatamente los valores de las de 
nitudes cinéticas más importantes: el orden de la reacción n y la 
velocidad inicial (—de/d1) me. Por estas magnitudes ya se puede 
determinar la constante de velocidad. Conviene record: 
más que el método diferencial lo api 
aflo, 4, lus renciones que obedecen a la ecuación exponencial 
). 
Ya se señaló que el método diferencial también está limitado 
por la necesidad de saber la concentración inicial. Cuando la con- 
centración inicial es desconocida e incluso no se conoce el ins: 
lante en que comenzó la reacción, se puede aplicar un método 
especial, consístente en la combinación de los métodos integral 
ppdllerencal. Por primera vez semejante método fue aplicado en 
f 
le hi 


los años 30 por el químico japonés Sit, quien estudio la cinética 
de la rescomposición del peróxido de hidrógeno en sol de platino 
de un modo muy interesante: por desprendimiento de calor en el 
procesa de seseión. Naturalmente que aquí el propio coneplo de 
concentración inicial no tenía sentido. No hace mucho un método 
análogo de Iratamiento fue descrito detalladamente por Flinn en 
el ejemplo de descomposición de la celulosa en vacio. Veamos si 
deducción. 
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En forma general la velocidad de la reacción quimica se puede 
representar asi 
Go xn (vn. 


donde x es una función lineal del grado de transiormación (en el 
caso particular, simplemente el grado de transiormación), a es 
una cierta constante. La ecuación (VIL.9) se puede escribir asf: 


GI. 
Si en el segundo miembro ponemos x 
Lp. 
En el caso de varlos reactivos la ecuación de la velocidad puede 


ser reducida a la forma (VIL),si los reactivos existen en co- 
frelaciones eslequeométricas. Para la reacción de primer orden 


1), obtenemos 


F=*0—x 


04343 kt = Iga —Ig (a). 
de donde 


(LE) Ig + Iglo—)=Igh + Ig a —0.4343H, 


Para la reacción de n-simo orden la integral de la ecuación cind- 
tica tiene la forma 


(VIH. 10) 


(vaa 
De la ecuación (VII. 10) hallamos 

(aji aa + (a — 1) (vn 19) 
Combinando las ecuaciones (VII.11) y (VII. 12) obtenemos 


(1) AL, 


En los coordenadas (dr, 37 — 1 debe obleners la dependencia 
Ñíneal. De la pendiente de la recta y del segmento intersecado en 
el eje de ordenadas se pueden determinar a y k. En este trabajo 
el orden de la reacción n se halló por el método de selección y 
resultó que en las coordenadas (dp/d)-*— £ se obtiene una línea 
recta. De aquí n = —1. Suito supuso previamente que la reacción 


15 


es de primer orden y obtuvo la linealidad satisfactoria para la 
parte principal de te reacción. Con este método logró descubrir 
que el comienzo de la reacción tiene esencialmente olra cinética 

En el trabajo de Flinn los parémeiros de la ecuación determi- 
nados gráficamente tenían los valores 

a=-0,300 mm, 
k=-3,80-107 mo 
De la ecuación (VII. 9) obtenemos 
de 38010 
TEE 
De este modo, la reacción tiene orden cero con respecto a la 
sustancia que desprende hidrógeno, y se Suprime por su producto 
(no indefectiblemente por el hidrógeno). 

Por último veamos el método del periodo de semidescomposi- 
sión, Este fue establecido para determinar el orden de la reacción, 
en el año 1888, por Ostwald. Este método se utiliza con mucha 
Irecuencia (incluso. probablement, con demastada frecuencia) al 
estimar la actividad catalítica cuando no se concen el orden 
exacto de la reacción heterogénea y la correspondiente ecuación que 
describe su cínttica, La actividad catalítica se toma, en este €aso, 
igual a la magnitud inversa del tiempo en que se transforma una 
fracción determinada de la sustancia inicial (no indefeciblemente 

la mita 

Para la reacción de primer orden 


h=2.31g: 


Para x = 0/2, obtenemos 
ho =23 182, 


2352 
mm 222, 


De la ecuación se aprecia que para la reacción de primer orden el 
tiempo de semidescomposición no depende de la concentración 
inlelab, Sía embargo, conviene recordar que cada reacción tiene 
dos órdenes, que pueden serdistinios. El ilempo de semidescompo- 
sición determinado por el método descrito antes corresponde a un 
ensayo, es decir, 2 la variación de la concentración en función del 
Giempo. SÍ para diferentes concentraciones iniciales us, permances 
conslante, Sgnica que el orden "verdadero" de la ratón € 
qual do 

Sin embargo, 1; puede no permanecer constante con la varla- 
ción de la conteniración niial. en anto que el ensayo Individual 
cbedece, no obstante, la ecuación de primer orden, Esío muestra 
la complejidad de la rezcción, y al estimar la actividad de los 
catalizadores el método del tempo de semidescomposición se debe 
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o bien 


la constancia de la concentración 


utilizar con cuidado y obse 
tos, en los cuales la actividad se 


inicial en todos los experim 
Iguaia. 

Examinemos el problema en lz forma general. La ecuación 
para la velocidad de reacción de una sustancia se puede escribir 
asi (la ecuación se generaliza lácilmente para el caso de la reso» 
ción de p sustancias): 


Le leed. 


pay 
e ——— > 
IES” 


ni 
y para da 
e 
En el caso particular en que el orden "verdadero" y el orden de un 
ensayo coinciden, m = O y se obtienen ecuaciones ordinarias para 
el perivdo de semidescomposición. 
Si eh y fl son dos concentraciones iniciales, de la ecuación 
para el período de semidescomposición oblenemos 


E (o 


de donde 


min=14 % 
Mad 


donde (m + 1) es el orden “verdadero” de la rencción, Para m y 
5% 0 el orden de la reacción en un ensayo no se puede determinar 
Perl se ha examinado sá ña parte de los traba; 

quí se ha examinado sólo una pequeña par! s trabajos 
dedicados al análisis de los datos cinéicos. Como ya se dijo, cto 
se ha hecho especialmente pra ilustrar algunas consideraciones 
suplementarias expuestas en este capitulo, no tonto de carácter 
lácnico, como lógico El tratamiento de los datos experimentales 
no es el objetivo propio y a estimación dela acid yla aplica. 
ción de diferentes métodos debe faciitar la elección entre varias 
interpretaciones posibles de las dependencias experimentales, entre 
varios modelos y mecanismos. La seguridad en los resultados se 
crea mo sólo con el alto nivel experimental, sino también por el 
allo nivel de tratamiento matemático a fin de extraer el máximo de 
información (pero sólo una información fidedigna). 
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